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AVANT-PROPOS 


Les Déterminants ont été imaginés par Leibnitz à la 
fin du XVI siècle. Mais cette théorie ne se répandit pas. 
Trouvée de nouveau par Cramer au milieu du XVIII siècle, 
elle fut développée par d'illustres analystes du siècle der- 
nier, Bezout, Laplace et Vandermonde, Lagrange, Gauss. 
Cauchy fit remarquer avec soin que «les Déterminants sont 
des fonctions qui s'offrent d’elles-mêmes dans un grand 
nombre de recherches analytiques » ; il en fit une branche 
distincte de l'algèbre. Après lui Jacobi en Allemagne, 
MM. Cayley et Sylvestre en Angleterre, M. Hernûte en 
France, et d’autres géomètres ont étendu la théorie des 
déterminants. Aujourd’hui elle est l’objet de recherches 
incessantes, poursuivies avec persévérance et couronnées de 
succès rapides. 

Qu’est-ce-que la théorie des Déterminants? «C'est, dit 
M. Sylvestre, une algèbre au-dessus de l'algèbre, un cal- 
_ cul qui nous permet de combiner et de prédire les résultats 
des opérations algébriques, de même qu’au moyen de lal- 
_ gèbre nous pouvons nous dispenser d’exécuter les opérations 
_ particulières de l’arithmétique ». C’est une doctrine féconde, 
donnant le moyen d'effectuer avec facilité des calculs com- 
pliqués; c’est un instrument puissant mis à la disposition 
des géomètres pour soulever les difficultés que présentaient 
des questions jusque-là presque inabordables. 


SA DIUSO 
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L'importance des Déterminants est partout reconnue. 
Dans plusieurs pays l'étude en est prescrite dans les écoles, 
On en rencontre dans la plupart des publications de mathé- 
matiques qui paraissent aujourd’hui, C’est pourquoi la con- 
naissance de ces fonctions s'impose chaque jour davantage. 

Il y a peu d'ouvrages spéciaux sur les Déterminants. 
Nous en citerons un, celui de M. Dostor, intitulé: Æ/éments 
de la théorie des déterminants, qu'il faut posséder, si l’on 
veut connaître les ressources variées que présente l’emploi 
de ces fonctions. 

Nous avons pris connaissance de presque tout ce qui 
existe sur ce sujet, et il nous a semblé qu’il y a quelque 
chose à faire. Ce qui manque surtout, c’est un ouvrage 
classique, aussi élémentaire que le comporte la matière, 
assez restreint pour convenir aux lecteurs qui disposent de 
peu de temps, assez complet pour les applications, et pour 
l'intelligence des ouvrages de mathématiques, en particulier 
de Géométrie analytique. Nous avons cherché à combler 
cette lacune. 

L'ouvrage que nous présentons aujourd’hui à la jeunesse 
des écoles, est la rédaction de leçons que nous avons faites 
sur les Déterminants. Nous partageons ce cours en quatre 
chapitres, ayant pour objets: 1° les déterminants de 4 élé- 
ments; 2° les déterminants de O9 éléments; 3° les déter- 
minants de n° éléments; 4° l’addition et la multiplication des 
déterminants. C’est l’ordre qui nous paraît le meïlleur dans 
l'exposé des matières. En s’occupant ainsi successivement 
des divers ordres des déterminants, on passe graduellement 
du plus simple au plus compliqué, et l’on peut mieux dis- 
cerner la limite des ressources que présente chacun de ces 
ordres et ce que chacun ajoute au précédent. Cette division 
donne lieu, il est vrai, à quelques répétitions, et nous con- 
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venons sans peine que ce serait un défaut dans un travail 
spéculatif, Mais dans un traité classique cette considération 
a selon nous peu de valeur, en regard des avantages que 
nous venons de signaler. 

Nous offrons au lecteur un grand nombre d’exercices, 
soigneusement gradués, dont la solution est parfois déve- 
loppée, souvent indiquée, ou qui sont seulement proposés. 
Les résultats sont toujours énoncés. 

Si ce petit livre contribue à la diffusion de la science 
des Déterminants, notre but est atteint. Nous accueillerons 
avec reconnaissance toutes les remarques qui nous per- 


mettraient de l’améliorer. 
Mai 1884. 











CHAPITRE [. 


LES DÉTERMINANTS DE QUATRE ÉLÉMENTS. 


S [. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. DÉVELOPPEMENT. 


1) Soient données les deux quantités a, et b,; soit leur 
produit 
50e: 
mis en addition. Si l’on permute les deux lettres, en laissant 
fixes les deux indices, on a le produit 
, PR dre 
La permutation b, a, où les deux lettres sont dans l’ordre 
mverse de Vordre alphabétique primitif, présente une inversion. 
Si maintenant l’on soustrait du produit donné, a, b,, la 
permutation obtenue, b, a, le résultat 
A Vo — 0, 
est dit le déterminant des quatre quantités du tableau 
Us 0 
de, 0e: 
Ces quatre quantités sont nommées les éléments du dé- 
terminant. Nous désignerons le déterminant par 7, nous 


aurons ainsi 
À = 4 bd — D, du. 
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2) Au lieu de laisser fixes les indices, en permutant les 
lettres, pour avoir le second produit, on pourrait changer de 
place les indices, en maintenant les lettres fixes. Alors pour 
le second produit on obtiendrait 4, b,, au lieu de b, &, et le 
déterminant serait a, b—a, b,. Nous ferons usage de la pre- 
mière manière. 

3) On représente un déterminant en plaçant entre deux 
barres verticales le tableau carré de ses éléments. Suivant 
cette notation le déterminant ci-dessus s’écrira 


Er Un 
À — 
| A Le 


Nous nommerons diagonale principale la diagonale de ce 
tableau qui va descendant de gauche à droite, a, b. L'autre 
diagonale, qui va de droite à gauche, également en descen- 
dant, recevra le nom de seconde diagonale. 


Le déterminant de quatre éléments a, comme on le voit, 
deux termes, a, b, et b, a, Le premier terme, formé des deux 
éléments de la diagonale principale, se nomme terme principal ; 
il est mis ex addition. 

Les lignes horizontales, 

a bi, 
GTA PU) 
de ce tableau se nomment simplement les Zignes. Les lignes 
verticales, 
d b, 


sont nommées colonnes. 


4) Chacun des deux termes du déterminant de quatre 
éléments est le produit de deux facteurs, qui sont deux de 
ses éléments. À cause de cela le déterminant est dit du 
deuxième degré où du deuxième ordre. 

5) On tire de ce qui précède la règle pratique pour dé- 
velopper le déterminant du deuxième ordre : 


EXERCICES | 3 


On fait le produit des deux éléments de la diagonale 
principale; on obtient ainsi le terme principal, qu'on met en 
addition. On multiplie ensuite les deux termes de la seconde 
diagonale, et l'on retranche ce dernier produit du premier. 

6) On représente encore le déterminant de quatre élé- 
ments en mettant le terme principal dans une parenthèse: 

À = (a bi). 
7) Remarque. Chacun des deux termes du déterminant 
précédent contient un élément de chaque ligne et un élément 
de chaque colonne. 


S IL. ExERCICES. 


Développer les déterminants suivants : 




















D GAME à 
3 = 8 
3 A EAN 
: [= oi+ 
C d 
4. L'HÈrO} : , 
ë pe = D — a. 
. $ Ô = —an — bm. 
M —N"n | 
6. a p|_ 
b += 
le DCE eu 
È FI = 415 = 0. 
8. TEST 0 
Le Gg | = 187 + 96 = 283. 
9. ex 
| Ÿ 14 = —1355 — 98 = —235, 
PRES 
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10. 20 —25 J 
MAP ON 
M = 
11. 18 0 5 
| SHARE | — 54, 
122! 
DEN | = bm. 
—mMm 0 
19: } 
ue | — sin a cos b — sin b cos a — sin (a—b} 
cos 4 cos b 
14. b? bc cos À 2 2 +2 
Fat F 112 
19: kc: kb: 
— } 5, ct: 

Co P2 Ur a 
hs Pa 

RE 1 

8, — 7 Ce Pa — fi). 

Œo h 

17 


le 





ed 1 Va = PV 


Chaque élément de ce déterminant est un binome; on 
développe suivant la règle, et l’on trouve 


A=Ë+P — à — À. 


Résoudre les équations suivantes : 


a+ bV—1 me 








18. LD 
PE RIEER à 
On développe le déterminant; puis on trouve 
: 
MR oc 
19. UT 
b—c| : 








EXERCICES 15° 


On trouve 
— ac 
b 
Mettre sous la forme de déterminants les expressions 
suivantes : 


20! P = a,b, — ba 
On peut prendre a;b, pour terme principal. On sait qu'il 
est le produit des éléments de la diagonale principale. On 


écrira donc d’abord cette diagonale; puis on complétera 
facilement le tableau. On trouvera 





ÎLE 


























ND, 
fe dz Do 
21: 7 À Gomes ad + be. 
En choisissant ad pour terme principal, on trouve 
PEN | A 
22. CEE 
DD D) 
On a 
b 
DORE DCIE  O0Æ ‘4 
Ds Y—Y Y —Yy 
ne AIO PEN 
On trouve 
Yy—Y 2—x | ; 
ÿ—Yy gg —x| 
24. Coÿ—yé) + (y —yé) =(éy — ve). 
On trouve 
k ; r |2 




















25. Mettre sous la forme d’un déterminant la valeur de « 
fournie par la relation 
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1 (#4 
Az + By = = (Ac + Cy) + y. 
A À 
On tire de là 


MA CAT By SAT EEE OU Fe Az + Cy 


v} A 


œ 


s<|neelhk 


A%+ Py 


S IIT. RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A DEUX INCONNUES, 
8) Soit donné le système des deux équations linéaires 
(ou du premier degré) à deux variables : 
ax + by = k 
PE TE 
Nous nous proposons de le résoudre, en supposant différent 
de zéro le déterminant formé des coeficients des inconnues. 


Soit æ l’inconnue dont nous cherchons d’abord la valeur 
satisfaisant au système donné. Pour la trouver, multiplions 
la première équations par b,, la seconde par —, : 


tabs e=E bib = 0; 
—b,ax — b,b,y = —b,k, 


En ajoutant, nous éliminons y, et nous obtenons 


(d0» — bai) = kb; — dk. 


Le coefficient de x est le déterminant 








C’est le déterminant ayant pour éléments les coefficients des 
inconnues. Le second membre de cette égalité, 4,0, — b,k, 


RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES Fi 


est le même déterminant, dans lequel k, et remplacent 4, 
et &, coefficients de x. On peut donc écrire (en donnant le 
n° Ï aux quatre formules qui vont suivre) 


PORN CE mr Ki D, st k, b: , 
Q) 2 AAA REC Ps PAS AE 





d’ou l’on tire la valeur de x: 
HO 





| 
| 





Pour avoir la valeur de y, on multiplie les deux équations 
proposées respectivement par a, et par —a;. En procédant 
au reste comme on vient de le faire pour x, on élimine x, et 
l'on obtient pour coefficient de y le déterminant 4, et pour 
second membre le même déterminant, dans lequel les coeffi- 
cients b, et 4, de y sont remplacés par k, et X: 


a b, D'ici ie 
y — TON +4 Ba y —= : 
Un Da asile Ales 
d’où 
| d; k: di k, | 
| UE) ko do ko | 
= Le 
AD: A 
Az De 


En considérant les valeurs de x et de y, on peut formuler 
la règle suivante : 

Etant données deux équations non homogènes du premier 
degré à deux inconnues, les valeurs des inconnues sont égales 
à des fractions, dont le dénominateur commun est le déterminant 
du système des premiers membres des équations proposées. Le 
nummérateur de chaque fraction est la valeur que prend ce 
déterminant, quand on y remplace les coefficients de l’inconnue 
par les termes connus. 
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EXERCICES. 
Résoudre les systèmes suivants : 
26. CGR 
Man ne be NL 
On cherche d’abord la valeur du dénominateur commun: 
GET 
1 5 8 —7. 
On à pour le numérateur de la valeur de x 
ñ 4 11 
Le numérateur de la valeur de y est 
Ny = : k = — 14, 
DR 
On en conclut que 
| 2) — 14 
Us uv —— — 3, y = Re SEE, 
27. 5x =— 5y — 9 
heroes Ch 
On trouve 
A= 76, N; = 228, Ny ae 
X — 9, Y—= 4 
28. HORS TEEN 
6x — 5y = 10. 
On trouve 
x — D, y —= À. 
29. SLI LY = UK 


LOYER PEAR 


Il est bon d'écrire d’abord la seconde équation de ma- 
pour appliquer plus 


nière que le terme en x soit le premier, 


facilement les formules : 
8x — 117 —1 


+ 120 + 10y IT. 
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5 trouve 
HAS Nx = 140, APE ER 
x — 7, y SE 
20 
fx = y — 21 
y = ÊX. 


Mettons d’abord, pour plus de facilité, les équations sous 


la forme suivante: 


ES, PE 
Bi EN EE QE 
2x —y—=0 
On trouve 
20 
28 OT die 
ETS ve % 3421, Nj= 42 
(9) —1 
Lin AO YU NO 
31 HE Res ON 
UE 
ERP 
Ecrivons d’abord 
3x — y —=0 
es 2 RU 
On trouve 
É 9 
A = —5, Nr = — 5, En 


32. Trouver la condition pour que les deux systèmes 


ad + bye pe Al AL 
ax +by—=c jÜx+cy=a 


_ aient les mêmes solutions. 
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On cherche les deux valeurs de x dans les deux systèmes, 
et on les égale: 




















METUEME a cC 
C b' a C 
FA mes cn 
CANAL) WA, 
GED | baie | 
On fait de même pour y 
"OU DC | 
die. Nr | 
y CE Ne 
AE OLPC 
a b' b e 
Divisons ces deux égalités membre à membre: 
CURD AC 
CHE) | RC 
5 RFA bu 
ä € D: 


D'ou, en développant les déterminants, l’on tire la condition 
demandée : 


(ac —ca) = (ab — ba) (bc — cb’). 
On peut quelquefois resoudre des systèmes non linéaires 


par le même procédé que les équations linéaires, comme on 
le verra dans les exemples suivants : 


sf PE pa MN 
ME Æ nAy À PY = Q 
Mettons ces équations sous la forme d'équations du pre- 
mier degré: 
ax +by=c 
ME + (NX + p) y = 


et appliquons les formules (1): 


A = 5 ue + 4 | 08 +0 — 





RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES 1 





b 
1 — . NE = cn + cp — bq 
Ny = 4 De DA 
m gl < 





POUPEE CPE 0Q 

_ anx + ap —bm. 

D'où | 

an + (ap — bm — cn) x — cp + bg = 0. 
On tire de là les deux valeurs de x. 

L'expression de y est 

| aq — cm 

St SON SA ER ET 

anx + ap — bm 


On aura ses deux valeurs en remplaçant x par ses deux valeurs. 


34. D T0 EU —— C 
ML ÆENLY = Pe 
Ecrivons ces deux équations comme :il suit: 
ax . x + bxy = c 


HP EU: 
Nous aurons 





ax bx| 2 
== = an — D 2 
mx nxt | Ti ne 
CRU ax 
Nx — Un (en — bp)x, Ny — ol (ap — cm) à. 








Cherchons la valeur de x: 


Mr er 
(en p)x d'où [a — cn 22 Le, 


= (an — bm) LE ? an — bm 


1° æ— 0. Cette solution ne convient pas à la question. 


RS three Dee 7 te 


an — bm an — bm 


RON RAP RER IN AE RS SE ARTS SEAT 
L . : i L AROUEE 2 ri à 47 À 0e Er CR 


ge 
Nr | pe 
WTA "TS J 


» 
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Cherchons en second lieu la valeur de Y : 

RUAD NC X 

(an — bn) 

Comme x est maintenant une quantité connue, on peut 


simplifier la fraction du second membre. Puis on remplacera 
æ par sa valeur, et l’on trouvera 


? 


RAD PONS ap — cm 
V çan — bmx + V(an —bm) (en — bp) 
9) RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES À DEUX. 

INCONNUES, DONT L'UNE N’EST PAS HOMOGÈNE. — Soient les 
deux équations 

ax + by —=k 

(PERTE 
telles que le second membre de l’une, la première par exemple, : 
n'est pas nul, le second membre de l’autre étant nul. 

Ce système est un cas particulier du système général de 
deux équations linéaires à deux inconnues, que nous venons 
de résoudre (n° 8); c’est le cas où X, — 0. On peut donc 
y appliquer les formules (1) qu’on a obtenues. 

k, étant nul, le numérateur de æ se réduira à k, &, et 
il viendra 

2 RE ml OUR 

On verra de même que 

A .y = —k;a. 
De ces deux égalités l’on tire 


LAON ER 


(1) D 1 


© 


Nous voyons par là que x et y sont proportionnels 
b, et à a. Or dans le déterminant 


CO, 
dat Us 


A 


— d; ba HITLER b,@ 
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b, multiplie &,, coefficient de x dans l'équation non homogène, 
qui est la première des deux équations données, et & multiplie 
b,, qui est le coefficient de y dans cette mème équation non 
homogène. Nous pouvons donc formuler l'énoncé suivant: 


Lorsque, dans deux équations linéaires à deux inconnues, 
le second membre de l'une est nul, les valeurs des inconnues 
sont proportionnelles aux facteurs qui dans À multiplient les 
coefficients dont les inconnues sont affectées dans l'équation non 
homogène. 


_S& IV. SYSTÈME DE DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGÈNES 
A DEUX INCONNUES. 


10) Soient les deux équations du premier degré à deux 


_ inconnues 


ee OU 
‘ooelitie= 


qui sont nomogènes. Cherchons quelle est la condition pour 
que ces deux équations soient compatibles, c'est-à-dire pour 
qu'elles puissent être satisfaites par les mêmes valeurs attri- 
buées à x et à y. 

Nous venons (n°9) de traiter le cas de deux équations, 
dont l’une, la première, n’est pas homogène, et nous avons 
obtenu les deux relations 


A ER 

AY 

Ces égalités ont lieu, quelle que soit la valeur de #;; 

elles subsistent donc, lorsque 4, = 0. Mais alors, les secondes 

membres de ces deux égalités étant nuls, les premiers le sont 
aussi; Ce qui exige qu'on ait 


1 b 


“ 


— }e, Aoe 


Il {| 


RS PRE ROLL er 
LABEL 4 V7 ce ME AS ET 


! VAE: ra 'IRE x MAS A OR ETE 
sé Us # « 1 NS Te, 7 TE TNA Me 
L # L es C7 FE UE MOT 
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Ainsi, pour que deux équations homogènes du premier 
degré. soient compatibles, il faut que le déterminant des coeffi- 
cients des inconnues soit nul. 

Si ce déterminant était différent de zéro, il faudrait qu'on 
eût à la fois x —y — 0. 

Nous voyons en même temps que, X, étant nul, les 
égalités (IT) du n° 9 se réduisent à la suivante: 


De 





bs He 2 
qui convient au cas présent. 

Donc les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux 
facteurs qui dans Z/ multiplient les coefficients dont les in- 
connues sont affectées dans la première équation. 

Mais ce qui dans cette conclusion concerne les coefficients 
des variables dans la première équation, s'applique aux coeffi- 
cients des variables dans la seconde équation. Car les deux 
équations sont exactement dans les mêmes conditions. Par 
conséquent 

Les valeurs des inconnues sont aussi proportionnelles aux 
facteurs qui dans 4 multiplient les coefficients dont les in- 
connues sont affectées dans la seconde équation. Et nous pou- 
vons formuler l'énoncé général suivant: 

Dans deux équations homogènes du premier degré à deux 
inconnues, les. valeurs des inconnues sont proportionnelles aux 
facteurs qui dans À multiplient les coefficients dont les in- 
connues sont affectées dans l’une ou dans l’autre des équations 
proposées. 

Exercice 35. Soient les deux équations 

Aa + Bb =0 
Ba +:Cb= 0." 


D’après ce que nous venons de voir, ces deux équations 
ne sauraient être satisfaites par les mêmes valeurs de « et 
de à que si l’on a 

AP 


Pile 
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S V. SYSTÈME DE DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A UNE INCONNUE. 


11) ETANT DONNÉES DEUX ÉQUATIONS LINÉAIRES A UNE IN- 
CONNUE, ÉLIMINER CETTE INCONNUE. — Soient les deux équations 
du premier degré. 

aæ —, b 

Dre 
où l’on suppose a et a différents de zéro. Il s’agit d'éliminer 
la variable x. | 

Multiplions la première équation par à, la seconde par 


* 


D: : 
ab x —= bb 
DO Ee DO. 
Aditionnons : 
(ab -— ba )x — 0; 
d'où 


DD DTA). 


Nous obtenons ainsi entre les quatre coefficients du système 
proposé une relation qui n’est autre chose que le déterminant 
ayant pour éléments ces coefficients. Nous la désignerons 
par À. 


Dan — ab — ba — F 1 SL 


12) L’équation 
ER 

ainsi obtenue par l'élimination de la variable, et dont le pre- 
mier membre ne contient que les coefficients des deux équa- 
tions données, porte le nom de résultante. Son premier membre 
R a été nommé le résultant ou l'éliminant du système donné. 

La résultante exprime la condition pour que les deux 
équations proposées soient compatibles, c’est-à-dire pour qu'elles 
puissent être satisfaites par une même valeur attribuée à x. 


Er Li NT E-RARET DE UE RE, VAL ARE "ETS ER at‘ Ne PE Le sa 3 
FE POS AT ET Ne FAT id Sd Æ Le Ah eu 
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On voit par là que, pour que deux équations linéaires 
à une inconnue soient compatibles, il faut que le déterminant 
des quatre coefficients soit nul. 


EXERCICES. 


Nous appliquerons ce qui précède à la résolution des 
systèmes suivants de deux équations linéaires à deux incon- 
nues. 

36. 7x — 5y = 1 
5x — 4y = —5. 
On peut considérer ces deux équations comme des équa- 


tions en x seulement, et éliminer x. ÆEcrivons-les sous la 
forme : 





RER 
| 5x = 4y = 5. 
Nous aurons, en appliquant la formule (III) 
TRS 
0 — 5 D [= 14 —: 26. 
D'où 
U] FT 


En remplaçant y par sa valeur dans l’une des équations 
données, on aura la valeur de x. On trouvera ainsi 


x = I. 
On peut évidemment éliminer y aussi bien que x. 
37. z+y= —1 
| CAEN 10; 
Eliminons y 
y= —x —1 
5y = —8x + 10 
[1 —x —1 
0 SR EN OF CURE 
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Puis 
y = D: 
38. 7x — 6y = 10 
dy — 5% —\ 7. 
On trouve 
x = À, y = 5. 
39. Ge PO NN 
ADO d. 
On trouve 
L— 7, US. 
40. 5x — £y = 9 
3% — 4y = 11. 
On trouve 


er PU le oen) À 


41. Soient proposées deux équations du second degré à 
une inconnue | | 
ax + bx = c 
ax +bx—=c!, 
que nous supposons compatibles, c’est-à-dire ayant une racine 
commune. 
b 


La première équation n'étant pas satisfaite par x = ——, 
| a 


b 
ni la seconde par x = ——, on peut mettre ces deux équa- 
a 


tions sous la forme 

fax-+ bx = c 

(ax + b)x = 6, 

et les considérer comme deux équations linéaires. Dés lors 
on à (form. III) 


= ne : — (ac — ca )x + be — cb 
D'où 
D CDR DpC : 
Holder 


LEBOULLEUX, Déterm. 2 
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Substituons cette valeur de x dans l’une des équations 
données, soit dans la première; x se trouvera éliminée: 
x | cb _ be | sa co = be HE) 
ac — ca ac — ca 4 
De là 
a (cb — bc} + b(cb — bc’) (ac — ca) =c(ac — ca} ; 
puis | 
(cb — bc) [a(cb — bc) +b(ac — ca )| = ce (ac — ca), 
(cb — be) (ab — ba) = (ac — cd}. 
Cette relation entre les coefficients du système proposé 
est la résultante. Elle exprime la condition pour que les deux 
équations données soient compatibles. On en tire 


Ch tbe Ac ca 
ac — ca ab bo 


\ 


T'elle est sous deux formes la valeur de la racine commune. 


L 


et. LS Es 
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CHAPITRE Ii. 


LES DÉTERMINANTS DE NEUF ÉLÉMENTS. 


$ I. Des INVERSIONS. 


13) Supposons donné le produit de plusieurs lettres. Si 
lon y fait des permutations entre les lettres, il en résulte des 
inversions. 

Prenons d’abord un produit de trois quantités, abc, dont 
les facteurs sont rangés dans l’ordre alphabétique. Deux 
lettres présentent une inversion, lorsque l’ordre primitif est 
renversé entre ces deux lettres. Aïnsi la permutation bac pré- 
sente une, inversion, entre a et b. 

La permutation bca contient deux inversions. Si en effet 
dans le produit donné abc l’on permute & et b, on obtient 
bac, qui présente une inversion entre a et b. Permutant &et ce 
dans ce dernier produit, on introduit une seconde inversion. 
La permutation cha présente trois inversions. En per- 
mutant & successivement avec les deux autres lettres, on pro- 
duit deux inversions, et l’on obtient bca; puis on permute b 
et c, ce qui donne la troisième inversion. 

Soit encore le produit abcd de quatre éléments dans 
l’ordre alphabétique. La permutation dcab présente cinq 1in- 
versions. Si en effet l’on fait cheminer d pas à pas d’un bout 
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à l’autre, 1l remplace successivement €, b et a, produisant chaque 
fois une inversion; ce qui donne trois inversions. On a par 
suite dabc. Si l’on met alors c d’abord à la place de b, 
puis à la place de a, on produit encore deux inversions. Il y 
a donc en tout cinq inversions. 

14) Remarque. Il faut se garder de croire qu'il y a 
une inversion, chaque fois qu’on permute deux lettres, et ne 
pas oublier qu'il n’y a inversion que lorsque lordre primitif 
est renversé. Soit par exemple le produit abcd de quatre élé- 
ments placés dans l’ordre alphabétique. Considérons la permu- 
tation bdac, et cherchons combien elle présente d’inversions ; 
nous proccéderons de la manière suivante. Dans le produit 
donné faisons cheminer à à droite à la troisième place, nous 
obtenons bcad, ce qui donne deux inversions. Faisons avancer 
d de deux places; il vient bdca; encore deux inversions. 
Enfin permutant € et a, nous avons bdac. Si ce dernier 
changement de deux lettres produit encore une inversion, 
nous aurons en tout cinq inversions. Mais cette dernière per- 
mutation de deux lettres, loin de donner une inversion de 
plus, en détruit une; car on replace les deux lettres dans 
leur ordre alphabétique primitif. La permutation bdac présente 
done en tout trois inversions. On le constate plus brièvement 
par la marche suivante, qui est la meiïlleure, connue étant la 
plus courte. On fait reculer d d’une place, et lon a abdc; 
une inversion. Puis on fait avancer a de deux places, et l’on 
obtient bdac; deux inversions. En tout trois inversions. Mais, 
quelle que soit la marche suivie, pourvu qu'on procède cor- 
rectement, on trouvera toujours le même nombre d’inversions. 

15) Soit maintenant proposé le produit suivant de quatre 
lettres affectées d'indices : 

HÉDEC LEE 
Les quatre lettres sont dans l’ordre alphabétique, et les quatre 
indices dans l’ordre numérique. 


On peut permuter les lettres, en maintenant en place les 
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indices ; on compte alors les inversions comme il vient d’être 
expliqué. Soit pour exemple la permutation 

cb. da 
Combien présente-t-elle d’inversions? En faisant avancer & de 
trois places, on fait apparaître trois inversions, et l’on a 
b, c, d; a, En permutant ensuite b et c, on produit encore 
une inversion. Total quatre inversions. 


16) Au lieu de permuter les lettres, en laissant fixes les 
indices, on peut changer de place les indices, en maintenant 
les lettres dans leur ordre primitif. Soit le même produit 

(DDC 
La permutation 
di0403do 
offre un exemple de trois inversions. On a amené l'indice 4 
au deuxième rang, ce qui a donné a, b,«d,, en produisant 
deux inversions. Puis on a permuté 2 et 3; une inversion. 
Total trois inversions. 

17) Enfin on peut faire à la fois les permutations des 
lettres et celles des indices; et les inversions s'ajoutent. Soit 
le produit 

doses 
La permutation 
À C3 V2 
présente six inversions: trois provenant des permutations des 
lettres, et trois résultant des changements de place des indices. 


S [I DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 


13) Soient données les trois quantités apabariene soit 
leur produit 
TAN 
Si l’on fait entre les trois lettres toutes les permutations pos- 
sibles, en maintenant les indices fixes, et qu’on mette chaque 
résultat en addition ou en soustraction, selon que le nombre 


AQU ET EN 2e "2 NHETARITNY S'EAReAT 
PRE TUE ES NES ALT » 
is} 
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des inversions entre les trois lettres est pair ou impair, la 
somme algébrique des résultats obtenus est dite le défermi- 
nant des neuf quantités du tableau 
His ben 
2, Où C2) 
PARU UE 
Ces neuf quantités sont les éléments du determinant. 
19) Le produit 
abs C3 
des trois éléments à,, b,c;, occupant dans ce tableau la dia- 
gonale principale, constitue le ferme principal du déterminant. 
Les indices s’y suivent dans leur ordre de grandeur croissante, 
et les lettres y sont rangées dans leur ordre alphabétique. 

20) Règle des signes. — Le terme principal d’un dé- 
terminant est toujours mis en addition. 

Les autres termes, les indices étant maintenus dans leur 
ordre numérique, sont en addition ou en soustraction, suivant 
que les lettres y présentent un nombre pair ou un nombre 
impair d'inversions (n° 18). 

Le déterminant qui vient d’être défini, est formé de 3, 
ou 9 éléments. La permutation b,«a; est un des termes 
de ce déterminant. Les lettres de ce terme présentent deux 
inversions, c’est-à-dire un nombre pair d’inversions; donc ce 
terme doit être en addition. Un autre terme du déterminant 
est c,b,u,;; 11 y a dans ce terme trois inversions entre les 
lettres, ou un nombre impair d’inversions; il doit par suite 
être en soustraction. 


21) Chaque terme du déterminant de neuf éléments est 
le produit de trois facteurs, qui sont trois de ses éléments. 
On dit pour cela que le déterminant est du troisième degré 
ou du troisième ordre. 


Le déterminant du troisième ordre contient autant de 
termes qu’on peut former de permutations avec les trois lettres 








DÉVELOPPEMENT 23 
a, b,c. Le nombre des termes de ce déterminant est donc 
égal au produit 1.2.3 ou 6. 


22) On représente comme il suit le déterminant du troi- 
sième ordre : 





GRO Ci 
4 M NE 
REC: 


On le représente encore souvent, pour abréger, par le 
terme principal mis dans une parenthèse: 


S IIT. DÉVELOPPEMENT. 


23) Développer un déterminant, c’est former la suite des 
termes composant le polynome qui est égal au déterminant. 

24) Pour développer un déterminant de neuf éléments, 
il faut former les six permutations possibles entre ses trois 
lettres. Soit à développer le déterminant 


D Fer NE Ne 
AstDsNCs 


Pour obtenir les permutations de ses lettres, on forme 
à 2 
d’abord le déterminant suivant du second ordre : 


| 
| di b, 


= Gb: — did 
On il | 


A la droite de chacun de ses deux termes on écrit l’élé- 
ment c;, ce qui fournit les deux termes a, b, 6, et — a; b, ca. 
Puis dans chacun de ces résultats l’on fait reculer la lettre 
ce d’un rang, en changeant le signe, puisqu'il y a une inversion. 
On obtient ainsi deux nouveaux termes, — à, c, b, et + db, @ as. 
Enfin on fait reculer c au premier rang dans ces derniers 
produits, en changeant encore les signes, ce qui donne c, ab, 


\ 
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et —c,b,a; On à ainsi le développement du déterminant du 
troisième ordre. 


A = Gibics — bidics — cb; + bas 5 C1 4:03 — Cib3:Q3. 


Remarque. Dans ce développement le nombre des termes 
mis en addition est égal au nombre des termes mis en sous- 
traction. 

25) RÈGLE PRATIQUE POUR DÉVELOPPER LE DÉTERMINANT 
DU TROISIÈME ORDRE. — Nous allons faire connaître un moyen 
pratique d'écrire immédiatement le développement du détermi- 
nant du troisième ordre, en l’appliquant au déterminant précé- 
dent. 

On considère la diagonale principale, qui contient les trois 
éléments a,, b, c;. On fait le produit de ces trois éléments 
et l’on a le terme principal, a, bc. 


Pour former le deuxième terme 


D ) 
à Ne ; Ne on prend la ligne 0, c&, qui est paral- 
pe Fa à lèle à la diagonale principale et qui 
NOT SR A | la suit au-dessus. Mais elle ne contient 
NN 7 N | que les deux éléments b, ete. Pour 
| ide be Ca compléter le nombre trois des fac- 
a a # teurs, on passe de l’autre côté de la 
AN DS UCS diagonale à l'extrémité du tableau, 
Ne où l’on trouve l’élément 4,, furmant 


à lui seul de ce côte la dernière parallèle à la diagonale. On 
a ainsi le produit b, @ a;. 


On procède de la même manière pour obtenir le troisième 
terme. La parallèle à la diagonale, qui suit b,«, se réduit à 
l'élément c,; on lui adjoint la ligne a,b,, parallèle à la diago- 
nale, qui suit a; au-dessus, et l’on a €, a, b,. 

De la sorte on a fait usage de la diagonale principale 


et de toutes ses parallèles. Les trois termes ainsi obtenus sont 
mis en addition. 
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Maintenant on considère la seconde diagonale, formée des 
trois éléments c,, b,, a. On fait le produit de ces trois éléments. 
Puis on procède en partant de cette 


9 
diagonale comme on vient de le faire 2 . Jos 2 
en partant de la diagonale principale. Un bia 
On prend sa parallèle suivante au-dessus, | 7 7 7 
b,a;, que l’on complète par c,;, et l’on a br © 
a le produit bac. Enfin l’on prend Fa se 7 
la ligne suivante a,, à laquelle on joint | © ,@: ’ Hire 


la parallèle c, b, au-dessus de c.,, ce qui f 
donne a,c,.b.. Ces trois termes sont mis en soustraction. 

On obtient ainsi les six termes du développement du 
déterminant de neuf éléments : 


A—= abc + bia + cab, — cb;a, — bacs — di C3. 
Cette manière pratique de procéder se justifie par le résultat 
obtenu, qui est identique au précédent. 


26) Remarque. Chacun des six termes du déterminant 
précédent renferme un élément de chaque colonne et un élé- 
ment de chaque ligne. 


S III. ExErRcICES. 


Développer les déterminants suivants: 


42. Ce re] y 
Cor p Y 
DNA 

On trouve 


PC Ut OA JU pay uybi 
api) (y D dm dep lee AUD 





a ee NE 
mie 
On trouve 


A = abc + 2xyz — ayez — b2x — cxy. 
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A4, a b ab 
21 oc To 
CVESCU 


AZ CE + + D — abc — cab —bc 
1 1 ‘. AS 
— D À D — be + D ac + De — ca + ba 





1 ï 
AN OMG VARIE re 
+ pCa cab + D € b 
1 2 2 1 2 2 1 2 2 
oi (b—c)* +- D P(c— a) + DC (a — b}, 
expression toujours positive, qui s’annule pour a = b = c. 


45. 


K 

NN ©t 
Ri ©t OO 
(ONE CAS C, 


46. 


On trouve 


47. 


On trouve 


48. 


Les éléments de ce déterminant sont les 3° ou 9 premiers 
nombres entiers, disposés en carré magique, c’est-à-dire en 
un carré tel qu'on trouve la même somme en additionnant 








À N'ES 


| 
| 
fs 
;: 
1 
te, 
7 
L 
Ë 
e 
; 
A 
hs 





On trouve 


49. 


On trouve 


90. 


On trouve 


Ho 


On trouve 
52. 
D trouve 


03. 


On trouve 


D4. 


._ On trouve 


EXERCICES 


a b 
—&@ . 
— à —b 
1 —"Æ%abc. 
HEUTS 
ne DRE 
(UD 


HAE SOU 
DATES 
Ne 2 
20 4 1 
Air My 
1 o 5 
— | 4 6 —35 
PAS] ji 
A = —65 
lui 
DE NO MP M À 
PRESS Ne 
ARENA) 
ST mo 
DES DRE | 
u —}) 1 


A EE cn 0 1. 


27 


les éléments d’une colonne quelconque, les éléments d’une 
ligne quelconque, et les éléments de chaque diagonale. 
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55. OÙ LEE : 
— 1 O0 al—= 90. 
LA Diet 
On trouve 


Aa + Bb +C—= 0. 


56. ne L'ERTE 
D) MA | LCD 
O—1 a 
On trouve 
AZ a + bx + c 
5e GRO ED 
#1 V0 RCE O 
D'Or 
On trouve 
A = c(ae —bd). 
58. DCE 
711== \ÉOHeO EC 
OUR O 
On trouve 
2110 
59. LEONE: ERETTERD 
A1 NEO A CRD ET RRET RE DE 
;l A b, si ds b, 


On développe séparément les deux déterminants : 
A = ad3 + ab, — ba; — ba; + ab, + ab, — ba, — bas 
= (03 — b,) — a(b; — b,) — b,(a3 — à) + b(as — &) 
—= (a — à) (b3 —0b,) — (Bb — db) (a3 — a). 


60. Vérifier l'égalité suivante 
d; b, Ci di b, Ci d: b, Ci 
UP 0 Cr EN OA) ON CUT ET ET MONS 
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ets O0 x—a y —b 
1 x’ ÿ el {): 
1 A ÿ 
On trouve 
(y—b)(s —x)— (x a) (y —y)= 0. 
62. r —cn bp 
A—=| Cm 7T ap 
—bm an r 
On trouve 


AT — r{np + pm — mn). 


63. | FAO, m 
1 0 1 n 
a nt te D 
On trouve 
A= ME + ny +2 — p. 
64. CT b 
1 Na Ie Cos 0 
b cosy 1 
On trouve ; 


A = (ab + ba) cos — aa — bb. 


65. 1 sin À cos À 
A=|1 sinB cos bB 
1 sinC cosC 


On trouve 
A = sin(A — B) + sin(B — C) + sin(C — À). 
66. O  cosa cosb 
A —=|cos& 1 cos 
cosb cos 1 
On trouve | 
A = (cosacosb + cosbcosa’)cos9 — cos acosa — cosbcosb' 
67.. 


Rate 
D 
b 
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Ce déterminant est symétrique, c’est-à-dire tel que les 
éléments placés symétriquement par rapport à sa diagonale 
principale, sont égaux. 

Les déterminants symétriques se développent suivant la 
règle générale. Pour celui-ci on trouve 


A = «ÿy + Rabe — ab? — Be — ya. 


68. a be 


On trouve 
A DOUCE UE TONER 


DO a 
11 ba 
bre f 
On trouve 
A—= aa a bb SO DEEE EEE 
70. BERE7r b 
ANA Pose 
bCos CRM 
On trouve 
A = 2abcosC — a — b?. 
11: dd bsina csina 
A—=|bsinc 1 COS © 
csina cos ÿl 
On trouve 
A = Sin «(a + 2bccosa — b? — à). 
72. —1 cosy cos 
A—=| cosy —1 cosa 
cos cos —1 
On trouve 


A = c0$ « + co B + cos y + 2cosæcos Bcosy — 1. 








JR HE > 71 D 


ne À € 


PTE MEET ELEC 
—D —c x 
On trouve ; 
A= + (à ++ d)x. 
T4: DÉPUeb 
PS Per 0 ETAIENT 
RO A0 


Ce déterminant est à diagonale vide. La manière de le 
développer n'offre rien de particulier. On trouve 





A = ab(a + b). 
x 75. (OC : 
i A) a 0 rc 
(re ONE | 
On trouve | 
"2 abc. 
76. CET END 
4 RM OR 
CR TRE C 
On trouve 
LIEN Een mA 
- 7 Ér DATE 
A RON 
2 ER T4, 
L On trouve 
4 Ai. 
“4 
| 78. CEA 
DA D: 
@ 7 
A=|-— 0 ne | 
; GA ete) 
DEL 
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On trouve 
aa à 
à à: =) 
ARS bb'b 
TO OR ANT ED 
MU (9) Ê 
DE C0 


Dans ce déterminant les éléments de la diagonale princi- 
pale sont nuls, et les éléments situés symétriquement re- 
lativement à cette diagonale, sont égaux et de signes contraires. 
Un pareil déterminant est nommé symétrique gauche. On trouve 


1108 
80. 0—Db «<< 
A= | —b 0 —a 
CES GRO 
On trouve 
124000 
81. 2a a+b—+c a+b+c 


A= | a+b+e 2b a+b+c 
a+b—+c a+b+c 2c 


On trouve 
1—=Sube 
82. a + 1 ab ac 
A1 ab b+1 bc 
ac be +1 


On trouve 


A = à + + + 1. 


83. BH ab ca 
A") 0h Ha be 
ca be _ &+b? 
On trouve 


A = 4@b°c. 
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Résoudre les équations suivantes : 


84. m' 3200 
HAS LME 0 
dr) LOU D 

On développe suivant la règle, et l’on trouve, réductions 
faites, PA | 

85. PE Lo 
DA ARE ee Qu 1) 
GS D'ORE 


On trouve d’abord l'équation du seeond degré 


2 — (a + b)x + ab = 0, 





qui donne 
__a+b + V{a+b) — 4ab _ a+b+Va —2ab + 
RS 2 ME Ro don du 
_a+b+V{a—b} _a+b+(a—b) 
— ; = 5 : 
D'où 
DRE UD 
86. Te EAN 
DANCE EU 
2 ORDRE 


On trouve d’abord 
d — (a + 2b)x +2ab = 0, 
ce qui donne 


D NO a D: 
87. 1 cosa cosf COS T0 (0 
COX OT ON COSy NE Cor COS 01 :cosÿ.| —=10;: 
cosé cosy 1 COS cosy, 1 


0—1+ 2 cosacosf cosy — cos « — cos" ®— cosy —- cos x(1-cos";) 
2 A TRE NE ES 09 TE ED: TA Ch TT 
— 1+ 2 cosacosBcosy — co$ a — cos 8— cosy — cosxsin"y 
— 2 cosa cosf cos; — co$æ — cos f +-sin"y — cosxsin"y 
= 2 cosacosf cosy — cos" a — cos B + sin'x sin'y. 


LEBOULLEUX, Déterm. 3 
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De là ; s 
sintr — 28 cos D Fe . COS «& COS 5 cosy 
sin y 
88. CAT DEMO 
FAR A 2 En EAN PA OA A met D 
LLEET b b 
On trouve 
2 P— à 2 P+ab+a 
TO EP TI a + b ; 
89. CLEAN 
x 2n | —= Smnp. 
GENLAT? D 
On trouve . 


= à — (mn + plé = d(x mn —p}; 


m=0, Tr =mt+n <<. 
Mettre sous la forme de déterminants les expressions 
suivantes : 
90. P= abc; + ba; + cab; — c; ba, — bac; — a, cb;. 
On peut considérer le terme a,;b,c; comme le terme 


principal, et en écrire les éléments à leurs places; on a un 
premier tableau : 


d’où 


di 
b, 
C3 
b,c,a; peut être pris comme deuxième terme du développe- 
ment. En mettant ses éléments aux places qui leur con- 
viennent, on aura un second tableau: 


UE C3 


Il sera facile alors de compléter le tableau carré des 
neuf éléments : 
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ambre, 
Pi ie CENT CS 
Œÿ ADN FC: 
91: — cm$ — cha + bpa — bmy + any — apf. 


En prenant any pour terme principal, et bpaæ pour 
deuxième terme, on obtient 


HANUMTEC 
P—=|\m n p 
Ge OPA 
92. PR bn Det 


Si l’on choisit —a* pour terme principal, et —b° pour 
deuxième terme, on trouve 


CIDRE =C 
IREM UTAN SET 
DMC 


09: A= a(b — cŸ + b(c — a} + c(a — bŸ 
END CO D D Etc) en) 
On trouve 
a(b—c) b{(c— a) c{a—b) 
A—= 0 a—br bc té — a 
C— a  a—b b—c 


S IV. RÉSOLUTION DE TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A TROIS INCONNUES. 


27) Soient donnés les trois équations du premier degré 
à trois inconnues: 
ax + by + c3 = k, 
de + boy + Cor = ke 
ax + by + cz = h;, 


qui ne sont pas homogènes. Nous nous proposons de les 
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résoudre, en supposant différent de zéro le déterminant des 
coefficients des inconnues. 


Soit æ la variable dont nous cherchons d’abord la valeur. 
Pour la trouver, multiplions la première équation par le dé- 
# e , c’est-à-dire le 
déterminant formé des coefficients des autres inconnues dans 
les deux autres équations. Multiplions de même la seconde 





terminant suivant de quatre éléments: 












































par —- î : et la troisième par Pine Ajoutons, nous 
obtenons 
sjafs if-efs stat af 
rfi sas 
+rialé era) à APR at 
=nf; al a+afé à 











Effectuons les calculs : 


m[a(bics — Cobs) — @(bic; — cb) + a:(b;c — cb,)] 
+ y [b,(bc; — cobs) — bi(bics — cb3) + bs(bic — cb:)] 
+ z[efbecs — cb) — cfbics — cb3) + (bic — cb,)] 

— k,(bics — Cds) — h(bics — Gb) + k:(bic — cb) 


x (Gi beC3 — di Cds — bites + Cid; + bic:a3 — cib:@) 
+ y(bbc; — bic.b, — bb,c; + c,b,b, + b,c,b; — c,b,b.) 
+ 3 (cibec, — cicobs -— bicocs + cicobs + bicocs — Cibics) 

= k,b,c; — kc:d, — bike +ekbs + b,ck; — cb.k, 


Le coefficient de y et celui de 3 s’annulent, et ainsi y 
et 3 se trouvent éliminées. Le coefficient de x et le second 
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membre sont les développements de deux déterminants du 
troisième ordre. Ramenons-les à leur forme de déterminants. 
(Nous donnons le numéro IV à cette égalité et aux suivantes) : 





(PROEL DURE CS RE ENEr 
HV) de D Ge —|hk bd © 
GRR DEN CS RTE DC: 
D'ou - se CES 
RS RDAER CS 
k; D, oc; thibsce) 
(jee Er LOTS AR OUTRE EE 
DDC: (@ D: C3) 
LRO C: 
ds Ds C3 


si l’on fait usage de la notation abrégée (n° 22). 

Mais le coefficient de æ est le déterminant 4 du système 
des premiers membres de trois équations données; donc 
(kb,c3 


4 PO A AN Ce = ? 


Le numérateur de la valeur de x est le déterminant 4, 
_ dans lequel les a ont été remplacés par les k. 


Pour chercher la valeur de y, on multiplie les trois 
équations données respectivement par 


HER EC: 


Œ; C3 


di Ci 
GC: 


et 




















dz C3 
puis on ajoute. Pour avoir celle de 3, on multiplie les 
équations par 

(A b, 


USD 


l 


& D: 
ŒNCUS 





et 


? 

















U'RDe 


et l’on additionne. En procédant au surplus comme on vient 
de le faire pour æ, on obtient 


38 ? LES DÉTERMINANTS DE NEUF ÉLÉMENTS 





L'ART e 
(HS RS ENCS 

C7 (ahecs Fo ds hs Cs SEE 4) 
es (abics) > C3) a, CARE Ci 
ÉINLEOUEX 
Us END Ce 
CN D MERS 
CDENRES 

ne (a bsh3) HR He RUE SN dl bs hs Cab k.) 
(a: b: C3) &; A C. 
HAS D AC 
UDC: 


L’inspection des valeurs de x, de y et de z nous fournit 
l’énouée suivant de la règle à suivre pour trouver les valeurs 
des inconnues : 

Etant donnés trois équations non homogènes du premier 
degré à trois inconnues, dont les seconds membres sont des 
quantités connues, les valeurs des inconnues sont égales à 
des fractions, dont le dénominateur commun est le déterminant 
ayant pour éléments les coefficients des inconnues. Le numé- 
rateur de chaque fraction est la valeur que prend ce déter- 
minant, lorsqu'on y remplace les coefficients des inconnues 
par les termes connus. 


EXERCICES. 


Résoudre les systèmes suivants : 


94. Men pe 2 00 am pre 40 eh 
3x + 2y + 3 —=10 
2x + y + 3 = 15. 


On trouve 


ES 


DE 
A1 Qi 0 CD NO EMA ET PP 
ARS) ER 


PP LL. 
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TIRSE ND 
HU CU UNION PRIE EE ETS 
JET 
1OETS RD 
(ik Cs) — 1 10 fi = — 56. 
A MERS 
Sets 
ANT AS 
EUR RS CRC A 
A NE re 
95. 2x + 2y + 53 = 51 
DL HUY SE 39 
Üx — 3y + 23 — - 
On trouve 
| DIM DOUNS 
NO D CR EP t oil 109 
b —3 ‘2 
ibocs) = —489, (akc;) = —815, (abk,) = —S$26 
DU UP =D DZ: 
96. 4x — 5y + 2 =7 
| 4x + 5y — 23 = 5 
22 — 2y — 53 —= —À, 
On trouve 


A=—119, hb:c;) = —258, (a kcs) = —119, (a bsk;) = —476 


NET 0 en Nr 


97. Ayo=—032 —;1 


DC — Dr = 
IT — 5y = d. 


Ecrivons, pour plus de clarté, ces équations de la ma- 
nière suivante : 
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4y — 532 = 1 
DT — 25 = 9 
DR — 5y =) 
0 4 —35 
NS ee A Lt 
2 —$ 0 


labre) US DEEE) 


T— 9,y — 4, 5 =, 
98. Sax + 4y + 53 + 10 = 0 

4x — Ty + 23 — 5 =0 

2x —3y— 3 + 7 = 0. 


On trouve 
PAIE REC 
A= | 4 —7 Dbe-o 1 
2 —$ —1 


En introduisant dans le dénominateur 4 les termes connus, 
qui devraient se trouver dans les seconds membres des équations, 


on change leurs signes: 


FSU AREAS. 
(Ribete— 5 —7 2) — —486 
Er One 
(Ghic;) = 243, (a; b:k;) —,524 
LEON SEA. 

Eh x + by + 3 =1 

a+ y + ds = 1 

D CUIR il 


AC bte 0) (a (Ce 0) 


Pour avoir la valeur de (k,b,c;), on remplace dans 4 
les coefficients de x, savoir 1, a et { par les seconds membres, 
c'est-à-dire par l'unité, ce qui revient simplement à remplacer 
a par { dans la valeur de 4: donc 

(k. becs) = (1 — d)(c — b). 


ie de ot ETES LS NON D TR NN Re ne 
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Pour avoir {a,k,c;), on remplace dans 4 b et c par 1: 
(&ikaC3) CE Ô. 
Pour (&,b,k;), on remplace d par 1 dans 1: 


(a bak;) = (a — 1)(c — b). 
De là | 
ME ni Mars 
NAN) À YU) STE 
28) RÉSOLUTION DE TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES A TROIS 
INCONNUES, DONT UNE SEULE N’EST PAS HOMOGÈNE. — Soient 
proposées les équations 


az + by + as =#k, 

dx + by + C3 = 0 

ax + byy + c,3 = 0. 
Ce sont trois équations du premier degré à trois inconnues, 
dont les seconds membres sont nuls, à l’exception d’un seul, 
soit le premier. C’est donc un cos particulier du système 
général de trois équations à trois variables, qui vient d'être 
résolu (n° 27). 

Dans ce cas le numérateur de la valeur de æ (form. IV) 

se réduit à 








ÉTNAEO ESC, 
bs C 
(HO E=ALa Po BEN k:(B3C3— C:b3) = k; ) 
Device 
GER FETE 
et il vient 
24 RSR pires De be ce | 
b; Goal 
Le numérateur de la valeur de y devient 
AE 
Œ> Co 
(&k3 b;) —| 4 0 G|——kh(ac, — ca) = —k, ) 
d3 C3 
LED EC: 








en sorte que 
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UNE 
3 C3; | 








US NES 

Va PR he | < fi 

F 9 b; 

On tire de là 
(71 Z k, 
V Une HAE Es ee NUE hi jen d 15e 
ju ba 7 AS ONTEA RONDS A 
Dr es LANCE | et DS 





Considérons maintenant le développement du dénomi- 
nateur À: 


EN PRRES 
ti Œo b, Co — ab;c;+b,ca,;+cab;—0c;b,4;—b.,a,c; —a;c,b;: 
TD: 
— Ai(baCs — Cab3) — bi(dcs — Cds) + c(@bz — b, a) 
DAC de Ca ds NUE 
me LU b BAR b, TT. Ci b 
3 C3 3 C3 3 03 


Nous voyons que, dans les formules (V), le dénominateur 
du rapport dont x est le numérateur, est le facteur qui dans 
ce développement multiplie a,, coefficient de x dans l'équation 
non homogène. De même les deux autres dénominateurs sont 
les facteurs qui dans -/ multiplient les coefficients, b, et c., 
de y et de zx dans l'équation non homogène. Nous pouvons 
donc formuler l'énoncé général suivant: 


Lorsque dans un système de trois équations linéaires à 
trois inconnues les seconds membres de deux de ces équations 
sont nuls, les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux 
facteurs qui dans À multiplient les coefficients dont les in- 
connues sont affectées dans l'équation non homogène. 
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$S VI. SYSTÈME DE TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGÈNES 
A TROIS INCONNUES. 


_ 29) Soient les trois équations du premier degré à trois 
inconnues : 


e » et byEas=0o, 
d>Z + boy + C3 —= 0 
d dx + bsy + 33 — 0, 


qui sont homogènes. Cherchons quelle est la conditton pour 
que ces trois équations soient compatibles, c’est-à-dire satis- 
faites par les mêmes valeurs de x, de y et de 3. 
Reportons-nous aux trois équations qui viennent d’être 
traitées (n° 28), dont une a son second membre, k,, différent de 
zéro. Les égalités (V) qu’on en a tirées, ont lieu, quel que soit 
k,; elles subsistent donc, si k, — 0; ce qui exige qu’on ait 


DA UNENC 
TO Cl 0 
ADR Ce 


Donc, pour que trois équations homogènes du premier 
degré à trois inconnues soient compatibles, il faut que le 
déterminant des coefficients des inconnues soit nul. 

Si ce déterminant 4 était différent de zéro, il faudrait 
JHomeUt ANA MOINE 70 

Puisque les ‘égalités (V) subsistent, on voit que 

Les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux 
facteurs qui dans À multiplient les coefficients dont les in- 
connues sont affectées dans une quelconque des équations 
proposées. 


EXERCICES. 
100. Soit donné le système 
ax + by + cz = 0 
ax +by+cz—= 0 
aa by cs —0. 
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Ces trois équations homogènes du premier degré ne sont 
compatibles (n° 29) que si le déterminant des coefficients des 
inconnues est nul, c’est-à-dire si l’on a 


DE TC 
b' c = (0) 
bILE 
101. Aa + Bb + Cc — 


0 
Aa+Bb+Cce—=o 
A'a + Bbh+C'e—= 0 

Ce sont trois équations linéaires homogènes en a, b, c. 
Pour qu’elles soient compatibles, il faut que leur déterminant 


soit. nul: 


102: Aa + Bb CC 10 
Aa + Bb + Ce —o 
Aa + Bb" + Ce = 0. 
Trois équations homogènes relativement aux coefficients 
A, B, C. La condition de compatibilité est 


LAN OMEC 
a b C’ ef Le 
Ab CA 

1038. Ax + By + Cr: = 0 


Aa + Bb +Cc—=o 
. A4 + Bb + Ce = 0. 


Equations homogènes en À, B, C. On doit avoir 


I PES 
a \10 CAEN QE 
2 be: 
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104. | — a + bcosC + ccosB — 0 
acosC — b + ccos À = 0 
acosB + bcos A + c = 10: 


Equation homogène en a, b, c. Si elles doivent être 
compatibles, on a 
—1 cosC cosB 
cos C —1 cos À | — 0. 
cosB cos A  —1 
C’est la relation qui existe entre les cosinus des angles 


d’un triangle. 


S VII. SYSTÈME DE TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A DEUX INCONNUES. 


30) Soit donné le système de trois équations linéaires 
à deux inconnues, æ et y: 


PE nn 8 Des A 
GDIEE by AL, 
(END ENT EEE 0 
que nous supposons simultanées, c’est-à-dire admettant pour 
æ et y un même système de valeurs. Nous allons chercher 


la condition pour qu’il en soit ainsi. 
On peut rendre ces équations homogènes. Pour cela, 


Un 


on pose 
X LR ZA 
U ? dire GTR MN U ? 
U étant une quantité quelconque différente de zéro; on sub- 
stitue, puis on fait disparaître le dénominateur, et enfin l’on 
remplace les grands lettres par de petites; ce qui revient à 
remplacer les inconnues par leurs rapports à une quantité 
arbitraire, w. Les équations deviennent ainsi 





Up eme 
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dx 45 by Te Cu — 0 
ax + by + Qu = 0 
aix + by cu 0 
Or celles-ci, en vertu de la condition qui vient d’être 


établie (n° 29), ne sont compatibles que si le déterminant des 
inconnues est nul, c’est-à-dire si l’on a 


ll 


(A0 NE 
do Dé CRE TOP CN 
Di 0 Ce 


Donc, pour que trois équations non homogènes du premier 
degré à deux inconnues soient compatibles, il faut qu'on 
puisse égaler à zéro le déterminant formé des inconnues et 
des termes connus. 

Ce déterminant R est l’éliminant des trois équations pro- 
posées. L’équation R = 0, obtenue par l'élimination des deux 
variables, et dont le premier membre ne contient que les 
coefficients des trois équations données, est la résultante du 


système proposé, comme du système équivalent des équations 
homogènes. 


EXERCICES. 


105. On donne les trois équations 


Az + By + C —=0 

Ax + By +C' —0o 

A'x + B'y+ C"— 0, 
qui sont les équations de trois droites. Pour que ces équations 
soient satisfaites pour les mêmes valeurs données à æ et à y, 
c’est-à-dire, pour que les trois droites passent par un même 
point (x, y), il faut que 
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: £ 54 — 

106. TCOSX + YCOSP — cosy — 
æ + ycosg — Cosa — 

ŒCOS + — COS P — 


En éliminant æ et y entre ces trois équations, on a la 
relation 


COS COS — cosy 
ARCOS MER COST | 0, 
COS L'ieEcos? 


d'ou l’on tire 
COS cos «+ cos Bcos 3 —cosÿ(cosacosf + cos fcos«) 


sin” ÿ 








COS y 


C’est l’angle de deux droites en valeur des inclinaisons 
de ces droites sur les axes des coordonnées. 


107. acosB + bcos A — c 
bcosC + ccosB — a 
ccos À + acosC — bd 


HI I 


On veut éliminer cosB et cosC' entre ces trois équations. 
Elles peuvent s’écrire 


acosB — c + bcos A = 0 
ccos B + bcosC — a — 
acosC — b + ccos A = 0 
L’élimination donne immédiatement 
a Oo —c+bcosA 
GENE y — 2abccos A — ab? — ac° + a’. 
a —b<+ ccosA 
D'où 
& = b° + € — 2bccosA. 
108. Soient proposées les deux équations 
(1) LAS D TE SCIE EE LEO 
(2) a +bx+c—o. 


Supposons qu’elles admettent une même racine. 
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Multiplions la seconde par x; nous obtenons l’équation 
(3) : a +ba +<cx—o 


Toute valeur de æ qui vérifie l’équation (2) vérifie aussi 
l'équation (3). Nous adjoignons celle-ci aux deux autres, et 
nous formons ainsi le système de trois équations, que nous 
pouvons écrire de la manière suivante: 


(@x.+ bat + cr + d —0 
(ax + db) + cx — 
ax +brx+ce—=o 


La première de ces équations n'est pas satisfaite par x 


LA 


— ——, ni la seconde par x — ——-. Eliminons entre ces 
a a 


équations les puissances æ° et x, qui sont en évidence. Nous 
obtenons ainsi l'équation du premier degré 


ax+b c d 
aæ+b © 0o|—0, 
HD 


qui nous donne la racine commune. On trouve 


che + dac — bc? — db° 
T — n To 17 
ac” — cac + dab 





109. Soit l'équation du troisième degré 
f(x) = à + Sax + $bxz +c—=0o 
Supposons qu’elle admette une racine double. Nous nous 
proposons d’en trouver la valeur. 


Puisque cette équation a une racine double, cette racme 
lui est commune et à la suivante, qu’on obtient en égalant 
à zéro sa dérivée première : 


f@) = 3x + fax + 8b —0 
2° + 2ax + b—=0o 


ou 
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Adjoignons à ces deux équations celle que donne la 
multiplication de la seconde par x, et écrivons comme il suit 
le système des trois équations: 


(x + 3a)x° + 3bx + c—0 
(x + 2a)x + bx — 0 
x + 2ax + b — 0. 


Eliminons æ° et x entre ces trois équations. Nous obtenons 
l'équation du premier degré 
ix+8a 3b c 
Dee CT UN OT Emi 
HET TER D 


qui donne la valeur de la racine double. On trouve pour cette 
valeur 
4e — 3ab — be 
2(b° — ac) ; 
La méthode que nous venons d'appliquer à la recherche 
d’une racine double, est générale. 


= 


110. On donne l'équation du troisième degré 
3 
Supposons qu’elle admette une racine double; cette racine lut 
sera commune et à sa dérivée première : 


0 + p — O. 
Multiplions celle-e1 par x: 
LR Een it 2 on ml DO 
32. x + DE = 0 
DANS Di 0: 
Eliminons à et x: 
DIRE 
DER Où U: 
HO ED 


LEBOULLEUX, Déterm. 
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De là 


C’est la racine double. 


111. Soit l'équation 
RÉ  E0) 


qu'on suppose admettre une racine double. 

En procédant comme dans l'exemple précédent, on éli- 
minera +" et x, et l’on aura pour la valeur de la racine 
double 

mg 


On —Dp 


112. Soient les trois équations, l’une du second degré, les 
deux autres linéaires : 


4 2220 MN 2 Mon be (422 On pe UD me 1 
ax + by+ce —o 
a x+b'y+ce —0. 

Nous nous proposons de trouver la résultante de ces trois 
équations, c’est-à-dire (n° 30) la relation qui doit exister entre 
tous les coefficients pour qu’elles soient compatibles. 

Formons-en le tableau suivant: 


(ax + by + d)x +(cy + e)y + f = 0 
dx + by +c —=0o 
GT + d'y +c —o. 


Eliminons entre ces trois équations + et y, qui sont en 
évidence : 


== 


on 2 Don AM om me AS 
0:= TA b 
a” Dec: 
—= a(b'e — cb')x + [bc — cb')+ c(ca — ac")]y 
+ d(be— cb) + c(ca — ac’) + f(ab" — La’). 


UE RAA EU AS CE GREEN), 
- His ‘ A ME 


TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES A DEUX INCONNUES 51 
Faisons le coefficient de x égal à À, celui de y égal à B, 
et le reste égal à C; l'équation prendra la forme 
Ax + By + C—o. 


Cette équation et les deux équations linéaires données formeront 
un système de trois équations à deux variables: 


nr POI 0 
ax +by+ce—o 
Got by = 0 


entre lesquelles on éliminera les deux variables; ce qui don- 
nera la relation demandée : 


A: "DanC 
Ge DMC 
p" 
D'où | 
A(be — cb) + B(ca —. ac’) + C(ab" — ba) — 0. 
Enfin, si à la place de À, B, C l’on remet leurs valeurs, 
on obtient la résultante sous sa forme explicite. 
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CHAPITRE Ii. 


LES DÉTERMINANTS DE n° ÉLÉMENTS. 


S I. THÉORÈME SUR LES INVERSIONS. 


31) Une permutation est dite paire ou impaire, selon 
qu'elle présente un nombre pair ou un nombre impair d’in- 
versions entre les lettres. | 

Deux permutations sont dites de même parité, lorsqu'elles 
sont toutes les deux paires ou toutes les deux impaires. 
Quand lune est paire et l’autre impaire, elles sont de parités 
différentes. | 

32) LEMME. Lorsque dans une permutation l’on permute 
entre elles les lettres de deux éléments consemtifs, on ne change 
pas le nombre des inversions que présentent les éléments qui 
précédent ces deux lettres et les éléments qui les suivent. 

Soit pour exemple la permutation 


P = bfceadg. 
Permutons les lettres e et a; nous obtenons 
P'= bfcaedsg. 


1° Les lettres D, f, c qui précèdent les deux lettres per- 
mutées, doivent présenter le même nombre d’inversions dans 
P et dans P. 
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En effet, considérées entre elles, les lettres b, f, c n’ont 
subi aucun changement. Par conséquent il ne s’est produit 
ni détruit aucune inversion entre ces trois lettres. 

Considérées relativément aux quatre lettres qui suivent, 
les lettres b, f, c présentent aussi le même nombre d’inver- 
sions. Car il n'y a aucun changement dans les positions de 
ces trois lettres par rapport aux quatre suivantes. La lettre 
b par exemple, qui dans la permutation P se trouve à sa 
place dans l’ordre alphabétique vis-à-vis des quatre dernières 
lettres, excepté vis-à-vis de a, reste dans les mêmes con- 
ditions dans P”. Il en est de même des deux autres lettres. 
Aucune inversion n’a donc pu se produire ou se détruire. 

2° Les lettres d et g, qui suivent les lettres permutées, 
_ présentent aussi le même nombre d’inversions, soit entre 
elles, soit avec les cinq lettres qui précèdent. On le dé- 
montre de la même manière que pour les lettres qui précèdent 
les lettres permutées. 

Ainsi les lettres qui précèdent les lettres permutées et 
celles qui les suivent, présentent le même nombre d’inversions 
qu'auparavant, soit entre elles, soit avec les autres lettres. 

33) THéoRÈME. Lorsqu'on intervertit l’ordre de deux 
lettres dans une permutation, la permutation change de parité. 

1* cas. Les lettres interverties appartiennent à deux éé- 
ments consécutifs. | 

Considérons la permutation 

| D; Cds di cs G6 fr. 
Si l'on intervertit les lettres d et à par exemple, on aura la 
permutation 
bieaidie gite 
Je dis que ces deux permutations sont de parités différentes. 

En effet considérons le produit b,c, qui précède les lettres 
permutées, ses éléments, comparés soit entre eux, soit avec 
les suivants, présentent le même nombre d’inversions dans les 
deux permutations (lemme). Pour le produit @g:/:, qui suit 
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les lettres interverties, ses éléments, comparés entre eux et 
avec les précédents, présentent aussi le même nombre d’in- 
versions dans les deux permutations. Mais l’un seul des deux 
produits d,a,, a;d, présente une inversion; c’est le premier. 
Par suite l’une des deux permutations présente une inversion 
de plus que lautre; c’est la première. Donc ces deux per- 
mutations sont de parités différentes. 

Remarque. Dans l'exemple qui précède on fait disparaître 
une inversion, puisqu'on replace les deux lettres dans leur 
ordre naturel. D'autre fois on produit une inversion de plus. 
C’est ce qui arrive, si par exemple dans la‘ permutation pro- 
posée on change de place e et d, de manière à obtenir la 
permutation 


b, des aics Jefr. 


Dans les deux cas, qui sont les seuls possibles, le nombre 
des inversions varie d’une unité. | 
34) 2° cas. Les deux lettres interverties appartiennent à. 
deux éléments quelconques de la permutation. 
Soit la permutation 


P—= D; Co A3 fa 95 €e dr 


Supposons que dans cette permutation on intervertisse la lettre 
a du 8° rang et la lettre d du 7°, qui sont séparées par 3 élé- 
ments. 

On amène d’abord la lettre d au 3° rang en la faisant 
reculer de 4 rangs, ou (3 + 1) rangs, ce qui donne 

| bide 

Or à chaque permutation des lettres de deux éléments consé- 
cutifs il y a un changement de parité (1* cas). Donc ce qu’on 
vient de faire a produit {3 + 1) changements de parité. 

Maïntenant on porte la lettre a à la 7° place, en la fai- 
sant avancer de 8 rangs, ce qui donne 


Pts D; C: ds fa 95 6 Ar 
et produit encore 3 changements de parité. 
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Par suite la permutation P subit en tout (3 + 1 + à 
ou (2. 3 + 1) changements de parité, c’est-à-dire un nombre 
impair de changements de parité. Donc la permutation résul- 


A 


tante P est de la parité contraire à celle de le permutation P. 


35) DÉMONSTRATION GÉNÉRALE. — 1% cas. Les lettres 
interverties appartiennent à deux éléments consécutifs. 
Considérons la permutation 


ou À désigne le produit des éléments qui précèdent lélé- 
ment ., et M le produit des éléments qui suivent d:. SI 
l’on intervertit les lettres k et d, on aura la permutation 


PNR M, 


Je dis que les permutations P et P° sont de parités différentes. 

En effet, les éléments de À, comparés entre eux et avec 
les suivants, présentent le même nombre d’inversions dans P 
et dans P. Mais l’un seul des deux produits ,d;: et d,h; 
présente une inversion. Par suite l’une des deux permutations 
présente une inversion de plus que l’autre; done ces deux 
permutations sont de parités différentes. 

On en conclut que, si dans une permutation l’on fait 
avancer ou reculer une lettre d’un rang, la permutation change 
de parité. 

2° Les lettres interverties appartiennent à deux éléments 
quelconques. 

Soit la permutation 


P=AFEK, N, 


où À représentente le produit des éléments qui précèdent fo, 
I le produit des éléments, au nombre de #, compris entre 
fs et k,, et N le produit des éléments qui suivent k,. Sup- 
posons qu’on intervertisse les lettres des deux éléments f et 
k;, de rangs Ô et ;, qui sont séparés par # éléments, de 
manière à obtenir 


= Ai; HE N. 
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Les permutations P et P° doivent être de parités différentes. 


En effet on amènera la.lettre f de l'élément jf, au rang 
, en la faisant avancer de (9% + 1) rangs, ce qui produit 
(in + 1) changements de parité; puis on amènera la lettre k 
de l’élément #, au rang Ô, en la faisant reculer de m rangs, 
ce qui produit encore » changements de parité. Par suite 
la permutation P aura subi en tout /# + 1 +m) change- 
ments de parité, ou un nombre impair, 2» + 1, de change- 
ments de parité. Donc la permutation résultante sera de la parité 
contraire à celle de la permutation P. 


36) Tout ce qui vient d’être établi relativement aux lignes 
seules, s'applique aux indices seuls. 


37) COROLLAIRE L. — Si dans une permutation l'on inter- 
vertit deux éléments quelconques (à la fois lettre et indice), 
da permutation conserve sa parité. 


En effet, en intervertissant d’abord seulement les deux 
lettres, on change la parité de la permutation. Le change- 
ment des deux indices change la parité de la nouvelle per- 
mutation; et l’on revient à la parité première. 


38) CoRoOLLAIRE IT. — On peut intervertir d’une manière 
quelconque les éléments d’une permutation, sans en changer 
la parité. 


$ 11. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 


39) Soient données n quantités, @,, be, cs, ...., 3; Soit 
leur produit a, b,c; ....4, Si l’on fait entre les n lettres 
a, b,....,{l toutes les permutations possibles, en maintenant 


les indicss fixes, et qu'on mette chaque résultat en addition 
ou en soustraction, suivant que le nombre des inversions 
entre les lettres est pair ou impair, la somme algébrique des 
résultats obtenus est le déterminant des #°* quantités du 
tableau. 
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di, PS Ci ., frs 
o , bo, Co, ; L, 
(LS DA CPE rentes TER 


Ces #° quantités sont les éléments du déterminant. 

Le tableau carré de ces n° éléments exprimés par des 
lettres munies d'indices renferme n colonnes distinguées par 
les lettres et » lignes marquées par les indices. 


40) Le produit a, b,c; ....7, des n éléments, «,,b, cs° 

., À, OCcupant la diagonale principale, constitue le terme 
principal du déterminant; les lettres s'y suivent dans leur 
ordre alphabétique, et les indices y sont rangés dans leur 
ordre de grandeurs croissantes. 

Ce terme est ainsi nommé, parcequ'on s’en sert pour 
former en valeur absolue tous les termes du déterminant, en 
y maintenant les indices dans leur ordre numérique, et en 
opérant entre les lettres toutes les permutations possibles. 

Le terme principal contient toutes les lettres, et une 
seule fois chacune d'elles: par là même il contient un élément 
de chaque colonne, et un seul. Le terme principal renferme 
également tous les indices, et une seule fois chacune d’eux ; 
donc il renferme un élément de chaque ligne, et un seul. 

Chaque terme du déterminant contiendra un élément, et 
un seul, de chaque ligne et de chaque colonne. Car chaque 
permutation est tirée d’un seul ferme-lype, qui est le terme 
principal. 

41) RÉCIPROQUEMENT tout produit de x facteurs qui ne 
contient qu’un élément de chacune des » lignes du tableau 
carré des #* éléments, et aussi qu’un élément de chacune des 
n colonnes de ce même tableau, pourra être considéré comme 
un des termes du déterminant, s'il est en addition ou en 
soustraction suivant que le nombre des inversions entre les 
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lettres y est pair ou impair. Car ce produit est nécessairement 
un de ceux qu’on obtient en permutant de toutes les manières 
possibles les lettres dans le produit abc; d,...4l 


42) On pourrait aussi former tous les termes du déter- 
minant en maintenant dans le terme principal les lettres dans 
leur ordre alphabétique, et en permutant de toutes les manières 
possibles les n indices 1, 2, 8,...., n. Alors tout ce qui à 
été dit relativemant aux permutations des lettres, s'applique 
aux permutations des indices. 


43) RÈGLE DES SIGNES. — Le terme principal d’un dé- 
terminant est toujours mis en addition. 

Pour les autres termes, les indices étant maintenus dans 
leur ordre numérique, il sont mis en addition ou en soustrac- 
tion, selon que les lettres présentent un nombre pair ou un 
nombre impair d’inversions. 

Supposons par exemple que #n —= 4; le déterminant sera 
formé de 4° ou 16 éléments dont voici le tableau carré: 


AA ARC 
DS DNELE Te 
(Us ei OS DEN ELA 


Le terme principal est le produit a, b,c;d,. Considérons 
un des autres termes du déterminant, qu'on en tire par le 
changement des lettres, soit ba d;c,; il y a une inversion 
entre a et b, et une entre c et d, en tout deux inversions; 
ce terme devra être mis en addition. 


Le produit d,b,c;a, est un autre terme du déterminant. 
La lettre d, étant passée du quatrième rang au premier, a 
été reculée de trois rangs, ce qui a donné lieu à trois in- 
versions; on a eu alors d, a, b,c,. Puis la lettre «a a été avancée 
de deux places au moyen de deux inversions. Le terme pré- 
sente done en tout cinq inversions, un nombre impair d’in- 
versions. [l sera en soustraction. 
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44) Chaque terme du déterminant de n° éléments étant 
le produit de » de ces éléments, ou le produit de » facteurs, 
on dit que le déterminant est du n° degré ou du #° ordre. 


Le déterminant du n° ordre contient autant de termes 
qu'on peut former de permutations avec les » lettres 
a, b,c,....,1. Le nombre des termes de ce déterminant est 
donc égal au produit 1.2.3 ....n. Ainsi par exemple le 
nombre des termes du déterminant du 5° ou 25 éléments 
Seraides1.42.3. 4 5ou 120, 


45) On représente un déterminant en plaçant entre deux 
barres verticales le tableau carré de ses éléments. Suivant 
cette notation le déterminat ci-dessus sera représenté de la 
manière suivante : 


di b, Ci le 

Ao bo Co [e 

HDI Ce ls 
À — : 

Un b, CL Ée 


Les éléments de chaque colonne sont exprimés par la 
même lettre; les lettres d’une même /igne sont affectées du 
même indice. 


46) C’est de cette notation que nous faisons usage de 
préférence. Nous devons cependant en signaler une autre. Elle 
consiste à représenter tous les éléments par la même lettre, 
à laquelle on donne deux indices. Le premier désigne le rang 
de la ligne à laquelle appartient l'élément, et le second marque 
le rang de la colonne dont l'élément fait partie. Les deux 
indices sont séparés par une virgule. Dans cette notation le 
déterminant précédent est représenté par le tableau sui- 
vant : | 
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dis iso 3 ... Aiyn 
Aoy1  Goyo Oops ++ Uosn 
A—=]| Asi sie sys +.  Assn 
ny 1 An52 Ans 3 per non 


Cette notation subit elle-même la modification suivante. 
Au lieu de placer en bas le socond indice, on le met en 
haut à la place ordinaire d’un exposant. On a alors 


AR NT LL ne TE 

VERRA ER A OR 

1: RQ DEA ME 
1 2 3 

APR OUEN ER RERETE 


Comme on le voit, dans cette notation l'indice inférieur 
indique la ligne, l'indice supérieur le rang de la colonne des 
éléments. 

47) Pour abréger, on représente encore souvent un dé- 
terminant par le terme principal mis dans une parenthèse: 


A (Gb: cs... hi). 
Enfin on peut aussi faire usage de la notation suivante : 


A PNR NU CRE Ce 


S TIT. TRANSFORMATIOM DES DÉTERMINANTS. 


48) THÉORÈME I. — Lorsque dans un déterminant l’on 
change les lignes en colonnes et les colonnes en lignes, le dé- 
termiant ne change pas. 

Soit le déterminant 


LA DAC ONE 
À —= d D, C2 d 
db te TI 
LA 0 ECO 
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Si l’on a 
LU RC à 
À — by 002 b; b, 
CPC CRECT 
HT ECTS 





A doit être identiquement égal à 4 
En effet, considérons un terme quelconque du premier 
déterminant 4, par exemple le terme 


TI — CAD 
qui se tire du terme principal a, b, 6, d, au moyen de trois 


inversions. Formons le terme 7” dont les éléments occupent 
dans 4 les mêmes cases que les éléments de 7 dans 4. On 


trouve pour la valeur absolue de ce terme a, b, €, de. Comme 
on peut intervertir d’une manière quelconque (n° 38) l’ordre 
des facteurs d’un terme, changeons de place les éléments de 
T de manière à amener les indices dans leur ordre naturel; 
la valeur absolue de ce terme prend la forme b, d'a; c. Or 
il est évident que le terme T° est un des produits qu'on ob- 
tient en permutant dans le terme principal les lettres a, b, c, d 
de toutes les manières possibles. Donc le terme 7” se trouve 
dans À. 

Maintenant le terme 7” aura le signe —, comme 7, 
parce qu’il ést formé d'éléments pris dans 4 aux mêmes 
places que les éléments de 7° dans 4, et qu'on peut évidem- 
ment former les termes du développement de 4 dans le 
même ordre que ceux de 4. On reconnait d’ailleurs que 7” 
présente trois inversions comme 1". | 

On prouverait de la même manière que chaque terme 
de 4 se trouve dans 4 avec le même signe. Puisque les 
deux déterminants sont de même ordre, on en conclut que 


Fe) 
49) THÉORÈME IL. — Lorsque dans un déterminant l’on 
permute deux colonnes, le déterminant conserve sa valeur ab- 
solue, mais change de signe. 
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Soit le déterminant 


CET PRE BTS ATEN 1 L 
ASRREO ST CPC (LT ON ETES Le 
PTT RSC SNL ha Je 
À Da Me NC h, k 
DA Pb AE CUT ARANAENS 


Supposons que dans ce déterminant l’on permute entre elles 
les deux colonnes dont les lettres sont c et h, et désignons 
par À le déterminant qui en résulte. 

Considérons un des termes du déterminant donné 4, que 
nous supposerons affecté du signe +, 


PEACE Dh, K, 


où nous ne laissons en évidence que les deux facteurs € et k. 

Prenons dans le déterminant 4 le terme T,, formé des 
facteurs occupant les mêmes cases que les éléments de T 
dans le déterminant 4; les indices seront les mêmes, les 
lettres seules seront changées : 


DEAR ADE A 


Ce terme a le même signe +- que T'; car on peut suivre le 
même ordre pour former les termes de 4 que pour former 
ceux den 7. 

Si maintenant dans le terme T, l’on permute les lettres 


c et h, on change le signe du terme (n° 35), et l’on a, au 
lieu de 7°, 


LR Er Dh, K. 


Ainsi 7 et T° sont égaux et de signes contraires. 

Il en est de même pour tous les termes de 4 et de 
A deux à deux. Car chaque terme contient un élément de 
chaque colonne, et pour passer d'un terme de 4 au terme 
correspondant de 4’, il faudra toujours permuter un c et un . 
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A 


Donc à chaque terme du déterminant 4 correspond un 
terme égal et de signe contraire dans le déterminant 4. Donc 
les deux déterminants 4 et Æ sont égaux et de signes con- 
traires : 

A— — 4", 


50) Un déterminant dans lequel on permute deux lignes, 
ne change pas de valeur absolue, mais change de signe. 

Nous savons en effet (n° 48) qu'un déterminant ne change 
pas, lorsqu'on y changé les lignes en colonnes, et vice versa. 
Donc la proposition qui vient d’être démontrée pour les co- 
lonnes, s'applique aux lignes. 

Remarque. On peut exprimer le résultat précédent en 
disant que le déterminant est multiplié par —1. 


51) CoRoLLAIRE I. — Si dans un déterminant l’on fait 
deux changements de deux lignes ou de deux colonnes, le 
déterminant conserve son signe; il est multiplié par (—1}°. 
Si l’on fait trois changements, le déterminant change de signe : 
il est multiplié par (—1}. Si l’on à p changements, il est 
multiplié par {—1#. 

Lorsqu'on permute entre elles deux colonnes, puis deux 
lignes entre elles, le déterminant reprend son signe; il est 
multiplié par /—1). Si l’on fait p changements de deux 
lignes, et g changements de deux colonnes, le déterminant 
est multiplié par (—1). (—1} ou (—1P+. 

52) COROLLAIRE I. -- Si l’on permute circulairement un 
certain nombre de lignes, le déterminant change ou non de : 
signe, suivant que le nombre des lignes permutées circulaire- 
ment est pair ou impair. | 

Permuter circulairement un certain nombre d'objets, c’est 
faire dans l’ordre de ces objets un changement que nous 
allons expliquer en l’exécutant sur trois objets. 

Divisons un cercle en trois parties égales, et placons aux 
points de division les trois lettres a, b, c, ainsi que les trois 
lettres x, y, 3. Imaginons ensuite que le cercle tourne sur son 
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centre d’un tiers de la circonférence en sens inverse du mouve- 
ment des aiguilles d’une montre. La lettre y 
prendra la place de x en même temps que b 
remplacera a; de même le couple des lettres 
2, c occupera la place de y, b, et le couple 
x, a celle de 2, c. 
% Y Donc permuter circulairement un cer- 
tain nombre de lignes, c’est faire passer 
une des deux lignes extrêmes à l’autre extrémité du tableau de 
ces lignes, chacune des autres remplaçant ainsi sa voisine. 
Soit le déterminant du quatrième ordre 


LUE DRE CL APeLLS 

__ | @ DÉARIC RCLe 
4A— DEMO CEE 
TO ICO 


Pour permuter circulairement les quatres lignes, on fait passer 
la première par exemple au quatrième rang: 


> BD CT 
Us Ds C3 ‘ds 
LADITE AU 
GROS ENTRE 


1 — 


De la sorte chacune des trois autres lignes a monté d’une place. 
Cette permutation circulaire des quatre lignes revient à 
mettre la première ligne d’abord à la place de la seconde, 
puis de la troisième, enfin de la quatrième; et l’on effectue 
ainsi trois changements de deux lignes: ce qui change le 
signe de ce déterminant de quatre lignes: 
A= —À. 

En général une permutation circulaire de p lignes équi- 
vant à ({p — 1) changements de deux lignes. Si p est un 
nombre pair, le déterminant change de signe; il conserve son 
signe, Si p est impair. 


53) Ce corollaire s’applique aux colonnes. 


Ve QE 
: ; 
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94) THÉORÈME IT. — Lorsque dans un déterminant de 
2n ou 2n + 1 colonnes, on permute la première et la der- 
nière, la deuxième et l’avant-dernière, et ainsi de suite, le dé- 
terminant est multiplié par (—1)*. 

En effet, en permutant la première et la dernière co- 
lonne, on change le signe du déterminant d’après le théorème IT 
(n° 49); en d’autres termes on le multiplie par (—1). Or, en 
faisant toutes ces permutations, on applique # fois le même 
théorème. Donc le déterminant est multiplié par (—1)". 

Sin estimpair, le déterminant est multiplié par —1; ilchange 
de signe. Si »# est pair, le déterminant ne change pas de signe. 

55) Lorsque dans un déterminant de 2n ou 2n + 1 lignes 
on permute la première ligne et la dernière, la deuxième et l’avant- 
dernière, et ainsi de suite, le déterminant est multiplié par (—1F. 

On le demontre de la même manière que pour les colonnes. 


56. COROLIAIRE I. — Lorsque dans un déterminant de 2n 
ou ?n + 1 lignes on permute la première colonne et la der- 
nière, la deuxième et l'avant-dernière, et ainsi de suite, el 
qu'on fait les mêmes permutations entre les lignes, le détermi- 
nant ne change pas de signe. 

En effet, lorsqu'on fait ces permutations entre les colonnes, 
on multiplie le déterminant par {—1}" (Théorème). En effec- 
tuant les mêmes permutations entre les lignes, on multiplie 
encore le determinant par /—1}. Le déterminant est done 
en somme multiplié par {—1}* ou 1. 

57) CoroLLAIRE IL — On peut, sans changer un dé- 
terminant, lui faire faire un demi-tour dans son plan, de 
manière que les deux extrémités de l'une quelconque des deux 
diagonales changent de place. 

Si l’on a par exemple 


DAT O LC NC: 

LA do be Co da 
17 UE NON 
PAS IRC IUT: 


ot 


LEBOULLEUX, Déterm. 
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on peut écrire 


ds Ca b, Un 

JC A3 
7 çanes 

AAC HD ANG 


En effet, cette sorte de mouvement revient à permuter 
la première colonne et la dernière, la deuxième et l’avant- 
dernière, et ainsi de suite, et à faire les mêmes permutations 
entre les lignes. 

58) THéorÈME IV. — Lorsque dans un déterminant À deux 
lignes sont identiques, le déterminant est nul. 

En effet, permutons ces deux lignes. Le déterminant 4, 
ainsi obtenu, est égal à 4, mais de signe contraire, puisqu'on 
a permuté deux lignes (n° 50); on a donc 

A= —À. 
Mais, les deux lignes permutées étant identiques, le détermi- 
nant n’a pas changé, et l’on à aussi 
ACTE 
Ajoutant membre à membre ces deux égalités, on trouve 
24= —A + A —=0. 

99) Lorsque dans un déterminant deux colonnes sont 
identiques, le déterminant est nul. 

60) THÉORÈME V. — Lorsqu'on multiplie tous les élé- 
ments d'une colonne par un même facteur, le déterminant est 
multiplié par ce facteur. 

En effet, chaque terme du déterminant contient un élé- 
ment de cette colonne, et n’en contient qu'un seul (n° 40); 
tous les termes sont ainsi multipliés par ce facteur, et ne le 
sont chacun qu’une fois; par suite le déterminant est multiplié 
par ce facteur. Exemple: 


a mb, © | 

POLE MO: D2 C3 + Mb:C2a3 + mc ab; b 

2 Col = MN | A C 
—MC:0:Q3 — Mb:%:C; — MA Cd; FRE 

Us Ms Cs (Li TDR ECS 
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61) Lorsqu'on multiplie tous les éléments d'une ligne 
par un même facteur, le déterminant est multiplié par ce facteur. 

On le démontre de la même manière que pour les co- 
lonnes. Ex.: 


d; b, Ci d, D PR SNL E 
RADEON M7 à RU ON ET ET ES 
nn 
nas Nb: NC nds DDR CIS 0: 
RNA PRES AI DD UC 
62) COROLLAIRE I. — Lorsqu'on divise tous les éléments 


d'une ligne ou d’une colonne d’un déterminant par une même 
quantité, le déterminant est divisé par cette quantité. 
En effet, diviser par p par exemple revient à multiplier par 


is Ex. 
" 
es na sie 1 & Ù 
P ss P|=— A Ds Co 
do 2 Ca P M QE 
UE b, Cs 
63) CoRoLLAIRE IT. — Lorsque les éléments d'une ligne ou 


d'une colonne sont divisibles par un même facteur, on peut 
supprimer ce facteur dans cette ligne ou cette colonne et l'écrire 
en coefficient hors barres. 


Aïnsi l’on peut écrire 


a Gr e NAN NEC 
HO not Ga URa 
a! b” 114 a b’ c’ 
64) CororLamme II. — Lorsque dans un déterminant 


les éléments de deux lignes ou de deux colonnes ne diffèrent 
que par un facteur constant, le déterminant est nul. 


Car (n° 63) 
TRI TU EURE PONT A 
RE NI A er AT A EU À 


HO RTL: ANNEE TE 


LU FAN el Ve TE \ É "Le à ei PRE > ; de Mr Ca ta CE RS PPT EE FAIR LEE PU ESTE  LE 
è À ” FS Ÿ ay A ES OA 4 
ve 2 LV 
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Or ce dernier déterminant, ayant deux colonnes identiques, 
est nul (n° 59). 


65) CoroLLaIRE IV. — Lorsqne dans un déterminant 
Von change les signes de tous les éléments d'une ligne ou d’une 
colonne, le déterminant change de signe. 

En effet, ce changement des signes des éléments d’une 
colonne ou d’une ligne revient à multiplier par —1 tous ces 
éléments, et par suite le déterminant lui-même. Soit pour 
exemple le déterminant 


TL 18 —5 
A= | —4 —5 6 
V8 9 


Changeons les signes des éléments de la deuxième ligne: 


1 2 —3 1 2 —3 
— A=| 4 5—6 |,où A—=—| 4 5 —6 
PE rt) 7 -8 —9 


En changeant dans cette dernière forme le signe des éléments 
de la troisième colonne, on obtient 


ES) 
A=|4 5 6 

7.58 19 

EXERCICES. 

113. bi 
ir 21 





Les deux éléments de la seconde colonne contiennent le 
facteur 3; ou le met en évidence hors des barres (n° 63): 


Où 49 


HER 7 7 








On peut encore mettre 7 hors barres: 


ea 


En 
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: PAL US : 
in 

114. 6 an 

AE "A 

On trouve 
DER Li | 
A1—7.3.5 s ; 1. 
115. A B (8, 
A À 13 B' 
mA mb mC 
On trouve 


Ce déterminant, ayant deux lignes identiques, est nul 
(n° 58). 


116: JSTOR PRE 
4 Le SU PE RE 
RIT 
On trouve 
LR IS RUE 
HN Ro re li 0 
DANIEL 
1 ETR OM LONr24 
PRINT OS ASIE 
ADEME 
On trouve 


Co © 
Ù Où S 
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Lo re rer 
ir so YU 
On trouve | 
y Ty 1 
AP TOM S/ A 1 Ses 4 3 
Ge GRR CUS ANR ; 
119. me a —b + 
D'UN NE, 
1 a + b 
A= (a — b) a + b d + b° 








Les deux éléments de la seconde ligne contiennent le facteur 


(a + b): 














1 GRR, à 
= a — b){a + b) 1  — ab + — ab (lb? — a). 
120. LE a — b? + 
_la—b #—ab+ 
On trouve 
nr, Re mb ES 
4= a dla +0) PP Ut 0: 
LOL RON 
21 NORD 
a? 3 d* 


On met hors barres le facteur « commun aux éléments 
de la deuxième colonne: 
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122. TA ESA 


1 — 1 OR MEASt 





On trouve 
NT ie | 
4 Ft NT PE UE 
AVE GA 
125. | a Vb 0 
| FE NOR 
0 VE ec 





On multiplie les éléments de la première colonne par 
Vh et ceux de la troisième par VB, ce qui multiplie le dé- 
terminant par Vb VW (n° 60): 


aVo pu e0 
VE 400 RE D 
(®) VE  cVb 


Faisant passer Vob dans l’autre membre, on a ce produit 
en diviseur hors barres : 


RS ee b PA b 
VEb ES 
(0) VD CVD 


A 


Maintenant on divise la première ligne par Vd et la troisième 
par W#', ce qui divise le déterminant par V6D'; on multiplie 
done hors barres par ce produit, et l’on a 
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124. MAR du 
AE | Vab. n  Vbe 
VV 
Multiplions la première ligne par Va, la deuxième par 


Vb, la troisième par Ve: 


mVa aVb aVe mi aa 
2 ) PEU A ON PA = PNR 
è Vabc = — — 
Va  cVb  pVe APRES 
125: a —b, Ci 
A—= | —G D —C@ 


3 —b, C3 


On change les signes des éléments de la deuxième co- 
lonne, ce qui change le signe du déterminant (n° 65): 


RS TNDE EEE 


En changeant maintenant le signe des éléments de la deuxième 
ligne, on change encore le signe du déterminant: 








AND RAECE 
A = do be Co 
MO RTC | 
196. D RDA 


1 — a —b, —<c, 
wh ni Co — bo CS 
1 —@; —Db3 —0c; 


Pr D 


Si l’on change les signes des trois dernières colonnes, 
puis celui de la première ligne résultante, le déterminant 
sera multiplié par (—1)° (n° 65), et conservera son signe; 
il viendra donc 
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BARS CLS or à 
TAN ObE c 
> D 
GT Male 


2 Co 


ni nu 


3 C3 


127. OR TA 
AH PF aRr0 EC 
bre 0 
déterminant symétrique gauche du troisième ordre. 
Changons les signes des trois lignes, ce qui multiplie 
le déterminant par (—1)° ou —1: 


g) & D 
A—= —| —a (hÈTé 
Dec ou 0 


Mais d’un autre côté le déterminant n’est pas changé, puisque 
les lignes sont à la place des colonnes, et inversement (n° 48). 
Il ne peut donc qu'être nul. 


128. O —a —b —c 
_|a 0 —dà —e 
+1 (EME NT Nes 


CAR CARS UC 
déterminant symétrique gauche du quatrième ordre. 

S1 l’on change les signes des quatre colonnes, on mul- 
tiplie le déterminant par (—1)* ou 1, et son signe ne change 
pas. D'un autre côté les lignes sont remplacées par les co- 
lonnes et vice versa; sa valeur absolue n’est donc pas changée 
non plus. En un mot il ne subit aucun changement. 


Remarque. Un déterminant symétrique gauche du n° ordre 
ne change pas, quand on le multiplie par (—1)". Par suite 
il est nul, quand # est impair. 


129. SE NE: 
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Ce déterminant est un polynome entier en a, b, c du 
troisième degré. Si l’on remplace b par à, il s’annule, comme 
ayant deux colonnes identiques (n° 59). Or on démontre en 
algèbre élémentaire que, si un polynome entier en b s’annule 
quand on y fait b égal à a, il est divisible par b — a. Le 
déterminant P est donc divisible par b — a, et l’on à 


P—(b —a)Q, 


Q étant un polynome entier du deuxième degré. 
Si l’on fait c — a, le déterminant s’ennule encore. Par 
conséquent l’on a | 


PRNO RO OQ AU 


Comme b—a ne s’annule pas pour c—a, ïl faut que Q 
s’annule dans cette hypothèse, en sorte que Q est divisible 
par c— a, et l'on a 


Q—=(c—a)À, 
R étant du premier degré, et 
P—=(b—a)(c— a). 


Enfin, si l’on suppose c —b dans le déterminant, on re- 
connait qu’il s’annule encore. Donc 


P—(b— a)(ce — a R = 0. 


Comme l'hypothèse c — b n’annule pas le facteur (b — a) ni 
(e — à), il faut qu’elle rende À nul. Donc À est divisible par 
(c — b), et l’on a 


R = (c — b)S, 
S étant de degré 0 ou numérique; ou bien 
P = (b — a)(c — a)(ce — b)S. 


Il reste à trouver la valeur de $. S est le quotient de P par 
(b — a)(c — a){c — b). Or, en développant le déterminant 
et le produit (b — a) (c — a)(c — b)S, on aurait, réductions 


8 7 


EN re re 
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faites dans le développement du produit, les mêmes termes, 
au facteur constant S près. Il suffira donc, pour avoir la 
valeur de S, de comparer deux termes correspondants des 
deux développements. Or, le déterminant et le produit (b — a) 
(Ce — a)(c — b), ordonnés par rapport à c et à b, ont pour 
premier terme le produit cb, sans autre facteur; donc le 
quotient S de l’un par l’autre est l’unité. Donc 


METAL 
a bb c|—(c—a)(b — a)(c— b). 
HP ENIC 


Nous transformons ainsi le déterminant dans le produit 
des différences des trois quantités a, b, c. 


TPRETERT 

2 3 

Des La d d: 
TRE CET 

Tr NON 


On sait que chaque terme d’un déterminant renferme un 
seul élément de chaque ligne et un seul élément de chaque 


* colonne. Celui-ci est donc un polynome entier en a, b,c, d, 


du sixième degré. En raisonnant comme dans l'exemple précé- 
dent, on trouve 


CO tn) alte b(A -b)(dc). 


C’est le produit de toutes les différences des quantités 
4, 0$e, d. 


HAE FC AA MON EE BUT RS 
HR DEEE er 
nes L'ART CEEC. AE 


acier at ere Le tie tee 'er.;e 


CU et ia ere llielet et i-e re se Vo, Te 
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On trouve 
P— (b— a)(c— a)(d — a) ... (1 — a) 
X (c— b)(d4 — b) ... (1 — b) 
X (d— c) ... (ll — c) 











X (ll — k), 
produit des différences des n quantités a, b, c, ..... L, 
132. am bm 
COQ ——— —— 
n n 
a m 
— -—, 1 COS 0 
n 
bm 
COS 5 
NE | 
. ° OR . n 
En multipliant la première ligne par — a et la pre- 
mière colonne par — -;, on à 
m 
nn cos « b 
mn mm 
nn a 1 CoSg | 
b COS ÿ 1 
mm 





Comme le facteur est différent de zéro, c’est le déter- 


minant qui est nul. On le développe, et l’on tire 


mn [aa + bb — (ab + ba) coss] 
COS EE TR ie on ue LU Ma er: 
nn sin 9 


C’est l'angle de deux droites données par leurs équa- 
tions. 


133. LT LOS cos fi 
COS © TC OS 
COS Cosÿ À 
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Supposons qu'on ait 


COS RE Din COS 5 SRE LE ER 
RH AC Pepe OÙ 


on substitue ces valeurs dans le déterminant, on développe et 
lon trouve 
RCA BE Cine 
PU LVA LR 2ABcoss 





C’est la distance d’un point à une droite. 


1834. Transformer le déterminant 


di b, Ci 
1H POST Ca 
DACORQTCE 


en un autre de même ordre dans lequel les éléments de la 
première colonne sont égaux à l'unité. 


On multiplie les éléments de la première ligne par @ 43, 
ceux de la deuxième ligne par a,a;, et ceux de la troisième 
par aa. Le déterminant sera multiplié par le produit 
A3 Az + A3 + Ayü> OÙ did a3;; on divise donc hors barres par 
ce produit. Il vient par suite 
1 LS OSEO PE HER CT Ua Os 


2. 2.5 | ds CONCR CiC2 UE 
a? a 


Ads ds 08 NO A Ca 


7 — 


Divisons maintenant la première colonne par a & 4,3; le 
déterminant sera divisé par ce produit; on aura done pour le 
résultat cherché 

1 FM NE TR SONT NE 
ae RS TR C NO C; à 
HO ETES ES 


135. Simplifier le déterminant 
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DCE ERA 
1 CON AET 
UD PTT TC 


Multiplions les trois lignes respectivement par a,b,c; ce 
qui multiplie le déterminant par abc: 


bcd a à 


À — 
On trouve 


1—— 
p PA GNT ET TE 
137. Transformer le déterminant 


(LD ele 
AVES LEN 
AND UE 
en un autre équivalent de même ordre dans lequel les élé- 
ments de la première ligne soient égaux à l'unité. 
On divise la première colonne par a, la deuxième par b, 
la troisième par c, ce qui divise le déterminant par abc: 


TE SEA RENE 
RAR DE 
A=—=abc| a b C 
AT BNC 
a b c 


Led 
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Multipliant par abc la deuxième ligne, on multiplie le 
déterminant par ce produit: 


LPO 
Pret M-ab 
AE 
a b C 


On peut écrire ce déterminant en supprimant la première 
ligne, et en dédoublant chacune des barres: 


abc Bea yab 
| RD ENT CO 


a b C 


138. Simplifier le déterminant 


HERO 
PER SIN INE ANSE) 
Hoi ee 
AO DE TE 


en le transformant en un autre de même ordre, dont les élé- 
ments de la première ligne soient égaux à l'unité. 

Le p.p.c.m. des éléments de la première ligne est 
12. On fera en sorte d’avoir 12 pour élément commun de 
cette ligne. Pour réduire les quatre colonnes au premier élé- 
ment commun 72, on les multiplie respectivement par 5, 2, 
6 et 12. Le déterminant est multiplié par le produit de ces 
nombres : 


HORDE LÉ el 
Due 1 GS 10/2436 001 6 10 24 36 
TO OM SOLDES LONGUE, 9 'HOYSONLE 

12 10 36 24 12 10 36 24 


On peut simplifier encore ce dernier déterminant en divi- 
sant la deuxième ligne par 2, la troisième par 3 et la qua- 
trième par 2. On trouve 
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11 
1 8 19 16 OMIS E 
DR = O4 
AAA AURAS 6 518 12 

6 5 18 12 


139. Résoudre les deux équations à deux inconnues: 
(@ + b)x + (+ P)y = à + b 
(a — b)x Hi — P)y — a — bP. 
Le dénominateur commun 


a+b + 


CE RD REED 


1 — 








Le numérateur de la valeur de x 














2 are 2 
 — 
Celui de y 
2 2 | 
er 
Dès lors 
RIM 
140. Résoudre le système 
T+ y+ 2 = 
ax + by+ c—=h 


dax + by + de = À. 
Le dénominateur commun (exerce. 129) 


LORIE | 
A=|a b c |—=(c— a)(b — a)(c — b). 
d b? a 


Pour avoir les numérateurs des valeurs de +, de y et de 2, 
il suffit de remplacer dans 4 par k respectivement a, b etc. 
Donc 
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çe — h)b — hj(e — b) 
{ce — a)(h — a)(c — h) 


N; 
N; 
N, = (h — a)(b — a)(h — b) 


D'où 
UC nue h) 1 (R=a)(c 1h) a (h — a)(h — b) 
| (c— AHb ED (0 DC DEC ER CCR Tr) 
141. Soient les trois équations à deux inconnues 
d'a + y sin a — 1 —= 0 
ba y sin f — 1—0 
CR y sin y — 1 — 0. 
On élimine les inconnues æ° et y” en égalant à zéro le 
déterminant de ces équations : 
—1 à sin 15 a sin a 
DST DS in 0100 b "sir P 
RU CRESIt DECNESin 
Telle est la condition de compatibilité. On tire de là 
a (sin B— siny) + b(sin®y — sin°a) + c (sin? « — sin? B) — 0. 


142. On donne les trois équations linéaires à deux variables, 


u et D: 
U — D — {xt — p)—=Ù 
ùu — bo —(y — q) = 0 
u— co —(z —r) = 0. 


Pour qu’elles soient compatibles, il faut qu'on ait 


1 —@ —(x—p) 1 a x—p 
D PANEOR qhl=) LEbay— 
1 —Cc —(3 —r) 1 CC 3—r 


143. Soïent proposées les équations 


ax + by —=c 
DD UC 
ax + by — c°. 


LEBOULLEUX, Déferm. 


NT ER OT SDS PE PRE ON CP OCT OS PO EDR COUR EE PES 
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Ces trois équations linéaires à deux inconnues, x et y, 
seront compatibles, si 


Î 
c | —abc(c—a)(b —a)(c — b). 
C 


S IV. LES DÉTERMINANTS MINEURS. 


66) Etant donné un déterminant quelconque, lorsqu'on 
. y Supprime une ou plusieurs lignes et le même nombre de 
colonnes, les éléments conservés forment un déterminant qu’on 
nomme déterminant mineur. 


Les déterminants mineurs qui résultent de la suppression 
d’une ligne et d’une colonne sont dits souvent mineurs du 
premier ordre ou premiers mineurs; ceux qu'on obtient en 
supprimant deux colonnes et deux lignes, mineurs du second 
ordre ou seconds mineurs; et ainsi de suite. 


Soit par exemple le déterminant de 16 éléments 


SSD MCE: 
PRE (ART PA ARE A 1 
LRO C EU 
Gi Nb NCRTd 


Si l’on supprime la première ligne et la première colonne, 
celle des a, il reste un déterminant mineur de 9 éléments. 

Comme la ligne et le colonne omises ont pour élément 
commun @&,, on le désigne par 4 re 


ré we SGOCE 0 RS Fuel PAT hs » ‘ARE 
+! “ra dSE . s 
Len Er 
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Si l’on supprime dans le déterminant donné la deuxième 
ligne et la colonne des c, l'élément commun à cette colonne 
et à cette ligne est ©; on aura le mineur 


a; b, d: 
À, 100 b, d; 
HNOED AU: 


En général on désigne par 44, le déterminant mineur 
que laisse la suppression de la colonne des e et de la ligne 


de rang 0, l'élément commun à cette ligne et à cette colonne 
étant es. 


67) Chaque terme d’un déterminant contient toujours un 
élément de chaque ligne et un élément de chaque colonne, 
et un seul (n° 40).. Par conséquent 


Un déterminant est une fonction linéaire et homogène 
des éléments d'une même ligne et des éléments d'une même 
colonne. 


Ainsi soit le déterminant du troisième ordre. 


DNADi ec. 
1 — (AP b, Co 
HD RTC, 


Ou 
== 0106. + bica: + Cas RER TP Ci 020; Tr. b, ac; EE di C0; 


Considérons les éléments de la deuxième ligne, @, b:, ©; 
groupons les termes du développement qui contiennent @, 
ceux qui contiennent b, et ceux qui contiennent c,, et mettons 
en évidence les facteurs a, b,, C: 


À = (0301 — c:b;) +- Ds(C3@ — a3C:) + C:(450, — b:@). 


Le polynome du second membre est bien du premier degré 
en @, bo, C, et homogène ralativement à ces trois éléments. 

Si l’on désigne par 4, B,, C, les parenthèses qui mul- 
tiplient @&, b:, c, le déterminant pourra s’écrire 
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AA, ut Bb hOc. 


Le déterminant est ainsi ordonné suivant les éléments 
de la deuxième ligne. 


Remarquons que le multiplicateur À, ne contient pas b, 
ni &, que B, ne contient ni & ni ©, et que C, ne ren- 
ferme pas a ou b;, en un mot que chaque parenthèse ne 
renferme pas les éléments qui sont en évidence dans les au- 
tres termes. 

Cela posé, nous allons ordonner un déterminant suivant 
les éléments de la première ligne. 


68) THéorèME [| — Lorsqu'on ordonne un déterminant 
suivant les éléments de la première ligne, le coefficient d'un 
terme quelconque de ces éléments est le déterminant mineur 
qu’on obtient en supprimant dans le déterminant donné la 
première ligne et la colonne qui contient cet élément. Le 
mineur est mis en addition ou en soustraction suivant que 
l'élément est de rang impair ou de rang pair. 

Soit le déterminant 


a b, C: . ee L 
CAD AC EE CE EL 
RDV CURE ER 


Imaginons qu’il est développé. Un certain nombre de termes 
contiennent l'élément a, et ne le contiennent qu’une fois 
(n° 67). On peut grouper ces termes ensemble, et y mettre 
cet élément en évidence; on peut aussi mettre en facteur 
commun l'élément b, dans l’ensemble des termes qui le con- 
tiennent, puis procéder de même pour les autres éléments de 
la première ligne. Si l’on désigne par À,, B;, Ci, ...., L, 
les coefficients respectifs de ces éléments, a, b,, c, ...., L,, ces 
coefficients ne contiendront aucun des éléments de la première 
ligne (n° 67), et l’on aura 


LES DÉTERMINANTS MINEURS 85 


(4) À = À, + B,b, + Cie +... + LH. 
Or on a la formule | 


PRE OS DSC RUE 


Supposons que l'élément: a, reste sans changement dans le 
terme principal a, b,c;, ...., L, et qu'on n’y fasse porter les 
permutations que sur les lettres b,c,....,! des autres élé- 
ments; l'indice { ne se trouvont pas dans ces derniers élé- 
ments, aucun des produits résultants ne contiendra b,, c;, ...., li, 
Par conséquent le résultat obtenu se réduit à la valeur de 
A,a,. Tous les termes de ce résultat contenant le facteur à,, 
on peut le mettre en évidence. On a ainsi dans ce cas 


ARTE NE UE CG DRUIE . 


d'où l’on tire 


b, Co b 
D, C3 La 
RE D CE — ; 
DAC? [A 
ou bien 
A— À ay 


Dans le déterminant / transposons les deux premières 
colonnes; le déterminant 4 change de signe, et la formule 
devient 


(2) D ET PME SAN Le 
b est ainsi venu à la première place. Si dans cette formule 
on laisse b, sans changement, en permutant seulement les 
lettres a, c, ....,l, on verra, en raisonnant comme on vient 
de le faire pour a, qu’elle ne donnera que le terme B,b:. 
On trouvera ainsi que 
BP, b, — TETE DRE C da L 

d’où 
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ds Co .. L 


Ge DL UE Re 
D; ms = : : : DEEE, re A3. 
HAN CR 4, 


Dans la formule (2) changeons de place les lettres b et c: 
le second membre change de signe; la formule devient 


AE 2 EC DS D El 


Si l’on suppose que la lettre de l'élément c; reste constam- 
ment à sa place, et qu'on ne permute que les lettres à, b, 
d, ....,l des autres éléments, la formule donnera le terme C, c4. 
On aura donc 
COS CPE DEEE 

d’où 

DO ORNE NN CNE EL 

LAN ER OT S ENS À 

DRE PO A PE R vs Par 


LEEDS TC RATE 
On continue de la même manière, et l’on trouve en général 
que le coefficient de g,, les g formant la colonne de rang 2, 


CE à PEAR REA PE DUR QU 
CE PRE s AE PIEUUE L'RT ARR REV IE PAT 
GET C1} EE DIRE NS PEN RE E 





GED EN SEPT ER rANLE 
En substituant la valeur de tous ces coefficients dans 
l'égalité (1), on obtient pour le déterminant 4 l'expression 


AI di À à, AV b, A3, ne CA, A EEE HR 


Telle est la formule qu’on obtient en ordonnant un dé- 
terminant suivant les éléments de la première ligne. 
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69) Prenons pour exemple le déterminant du quatrième 
ordre 


0 POLE PER PA 
AND CAN 
A — 2 2 2 2 
Cha VOS 
DMOE CAM | 


Ordonné suivant les éléments à, b,, c,, d, de la première 
ligne, il devient 


A = 4; AE Et b: Ae, -E Ci Æe, — d; A4, 


où 

De Co d: > Co do 

Aa, TRS b; C3 d: A %, — d; C3 d: 
DSC DMC: 
He DR HAS DECe 

À, — 3 D; d; Aa, —— 3; De C3 
ST Le Dur D, EC, 

70) CoROLLAIRE. — Le ceofficient d’un élément de la 


première colonne se détermine de la même manière que le 
coefficient d'un élément de la première ligne. Car dans un 
déterminant on peut changer les lignes en colonnes, et vice 
versa. Donc pour ordonner un déterminant suivant les élé- 
ments de la première colonne, on aura la formule 


A = & A3, — DA RE EPA Dr 2 1 Ou 0 on ei lt PR An Aa, 


71) THÉORÈME IL  — Pour avoir le coefficient d'un élé- 
ment quelconque d'un déterminant À, qui fait partie de la 
colonne des f, de rang 5, et de la ligne de rang y, on prend 
le déterminant mineur qu'on obtient en supprimant la 5° co- 
lonne et la 7° ligne, et on le multiplie par (TI 

En effet f- est l'élément qui se trouve à l'intersection 
de la colonne des f et de la ligne de rang 7. On amène la 
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7° ligne au premier rang, en la permutant avec la ligne qui 
la précède immédiatement, puis avec la ligne précédente, et 
ainsi de suite jusqu’à la première ligne. On effectue ainsi 
y — 1 permutations de deux lignes consécutives, ce qui pro- 
duit y — {1 changements de signe dans le déterminant 4, de 
sorte que, si l’on désigne par 4 le nouveau déterminant, 


A—=(—1)7'4. 
Dans le déterminant 4 on fait passer la colonne des f 
au premier rang par $ — { permutations successives de deux 
colonnes adjacentes, ce qui produit encore £ — 1 changements 


de signe. En représentant par 4 le déterminant qui en ré- 
sulte, on obtient 


DC) tee 
D'où il suit qu'on a enfin 
2 ET ES DÉC LOL EEE 2/1 
ou, ce qui revient au même, 
A—=(—1)*? 4". 

Dans le déterminant 4° l'élément f, occupe la première 
place. Donc le coefficient de f,, est égal au mineur qui lui 
correspond multiplié par (—1)$ 7, c’est-à-dire il est égal à 
(—1 )$ po Afy. 

72) Appliquons le théorème au déterminant du quatrième 
ordre 


NATURAL LE d, 
HN SDS ER Ce. 
A — 2 2 2 2 
00 CS le 


DU EDIN CIN 
et cherchons par exemple le coefficient 4, de lélément c,, 


qui se trouve à l'intersection de la troisième colonne et de 
la quatrième ligne. 5 est égal à 3, et y = 4. Nous aurons 
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d; b, d; a b, d; 
de, =(—FTf| a h d,|——|4 b, & 
F1 OL ET RCI À 200 PI 0 


713) Dans la pratique on peut se dispenser de calculer 
le signe de la puissance (——1)$ +7: on emploie pour le trouver 
un moyen que nous allons faire comprendre en cherchant le 
signe du coefficient de d, par exemple dans le déterminant du 
quatrième ordre. 

Partant de l'élément d,, on remonte sur la colonne des 
d jusqu'à la première ligne, et, commençant par le signe —, 
on change de signe en passant de chaque ligne à la suivante; 
on dit donc — sur d, + sur d;. Puis partant de ce dernier 
signe, en même temps qu'on part de d,, on chemine sur la 
première ligne jusqu’à la première colonne, en procédant de 
la même manière, en disant par conséquent — sur c,, + sur 
b;,, — sur a; C’est le dernier signe qui est le signe demandé 
du coefficient. Ainsi le coefficient de d, devra être mis en 
soustraction. 

On arrive au même résultat en cheminant d’abord sur la 
3° ligne depuis d, jusqu'à la première colonne, puis remon- 
tant celle-ci d’élément en élément jusqu’à a.. 


$ V. DÉVELOPPEMENT DES DÉTERMINANTS. 


74) Le moyen employé pour développer un déterminant, 
c'est de l’ordonner par rapport aux éléments d’une colonne 
ou d’une ligne. Nous supposerons qu’on l’ordonne relativement 
aux éléments de la première ligne. 

Les coefficients de ces éléments sont eux-mêmes des dé- 
terminants ; on peut aussi les ordonner chacun par rapport aux 
éléments de sa première ligne. 

En continuant ainsi, on arrivera à des coefficients con- 
stitués par des déterminants du troisième ordre, qu’on sait 
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développer. On peut même ordonner de la même manière 
les déterminants du troisième ordre, et n'avoir plus que des 
déterminants du deuxième ordre. 

Soit le déterminant du quatrième ordre 


d; b, C: d 
Fe NÉE ET 
Die 2 2 2 2 
@; D; C3 d, 
y De OC d 
On a 
A dla — bi4y, + CAES di Aa. 
Or 
DRAC 
A, — b C d pie becd, —- cd: b4 + d,b:c, 
ay — | 03 3 2 an 
D'RCCMIEU — d2C:0, — bd, + bd,c, 
PC Us 
Ab A bee Cd, + Cd, + duc: 
— | d3 3 PS = 
dico: — C3 -— Cod3d, — dscs 
> D: d | 
— b d es + d0:d, + b,.d;a, + d4:0, 
ne NP De D dt 0 D 
a, b, d, 203% 20304 re 
> D: C 
A4 — a b C Re ds DSC: + b:c:a, + CoQ304 
ARTE 3 3 3 —— ) 
| UND. Fan Cb;a PE bac, — C5, 


Aïnsi le développement du déterminant est 
A a;b;c;d, + diCdsb, + &d:b;c, — ad,c,b,— a;c.b,d, — a,b,dsc, 
bia bide #tb,da,ci b,d,c,a,+-b,c,a,d,+ba.dsc, 
+ c,a.b,d, + c,b,d.a, + c,da,b, — c,db,a, — cb,a;d, — c;a:d;b, 
— d,db;c, — d,0,c,4, — d,c,asb, 7m dicsbsti = dbiasCs te b,a:c;b; 


Remarque. — Parmi les termes du développement se 
trouve le produit des éléments de la seconde diagonale, 
dc,:0,4,, qui est en addition. 
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15) Les termes d’un déterminant peuvent se partager en 
deux classes: la classe paire, comprenant les termes qui sont 
en addition, et la classe impaire, renfermant les termes qui 
sont en soustraction. 

Dans un déterminant il y a un égal nombre de termes 
de la classe paire et de termes de la classe impaire. En 
effet, le développement d’un déterminant quelconque se ra- 
mène au développement d’un déterminant du troisième ordre. 
Or, celui-ci contient un même nombre de termes en addition 
et de termes en soustraction. 


76) On peut m'ordonner qu'en partie un déterminant. 
Aïnsi l’on peut écrire de la manière suivante le déterminant 
du quatrième ordre: 


a, b, LEP UDC eU 





MpSe ra db 40 
LION: DUC. 1e d " PU 
b d —= b d + di | 03 C3 ds | — d;|a; 0, cs 
3 03 C3 ds 3 03 C3 ds Fe À 
4 Ci Ua dy 04 Cu 
dt0NCi 0, Ga D cd; 


En écrivant explicitement deux termes, on conserve au 
déterminant, avec son signe, sa forme complète, et l’on y rem- 
place par des zéros les éléments a, et d;, qui appartiennent 
à ces deux termes. 

En effet, en ordonnant le déterminant qui contient les 
deux zéros, on n'aura pas les deux termes qui contiennent 
a, et d., précisément les termes qu’on a d'avance. 


$ VI. EXERCICES. 


Développer les déterminants suivants : 


144. TE AS OPA 
DOM AE DE 
Y 7 LE EE 
D RD TD MED 
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Ordonnons-le relativement aux élements de la première 
ligne : 


(444 


BONE ANNE ORNE ANEES 
A=G| y y y —a|y y 7 
O0 FOR D'OR D TE NO Le 
B'ANTUS 4 BEN TA 
no Ge Oh PU pe 
ne ) on no) ù 0” 


En développant les mineurs, on trouve 


À1— ably"0" JE aB"y""10 + aB*"y'0"! Le aB""y""0" ar aB''y 5 aB'y""0"! 
Par SC ATME DE a'B"y""à Ds. a'B'‘y0"! + C0 MY HO + CAD ONS + a'By""d"! 
+ a"By'ot + a'B'y""à + a!''B""'y0" NES a''B"!"y à di. aB'yù" se Gpy 0! 
229 pull y‘d"! eS a'!'B'y"ù us: a'''B!y0! + LME! 0 + a'""B'y0!! + By "0! 

145. | 


LCR 
CIRE D VO D: 
Le CA Nb ENT UD 
CDR DM 
On trouve 
1 aa + 2bb'b" — ab? — ab? — a’b”? 


+ cb? — aa’) + c?(b°? — aa) + c'°(b ? — aa) 
+ 2cc' (ab — bb’) + 2c'ce {ab — bb) + 2c ce" (ab — b'b'). 
146. 





L'RQTED AC! 
TPE DR 
A = 2 2 2 
LS MD PRRCE: 
LTD CC: 


Il vaut mieux ordonner ce déterminant par rapport aux 
éléments de la première colonne. On trouve 


A= d bc + bica + cab, — ba, — bac, — cb, 
— a b,c, — b,c,a, — cab, + c,b,a, + b,a,c, + a; c;b, 
HE Dci 0 PIC Bb ESC DEC tue 01 
— abc; — bca; — cab, + cb,a,; + bac; + ac b4. 
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147. TURER PARENT 
a INC b' 
I b COTE 
CAE =D a 1 
On trouve 
A=1+é+b + +a +0 + ce? + (aa + bb + cc}. 
148. a b C d 
D a d —c 
ANS —c —d a b 
—d C —0d. 
On trouve 


A=(& +6 + ce + d'}. 


149. Trouver la valeur de 


the q 
Ah oiur 
JR LUC 
2 
en supposant que ’ f ,.| = 0. 
c 





Dans cette hypothèse, le développement du déterminant 
se reduit à 


=} . 





+| : 1 =— ge — 2fgh + Ch). 


Or l'hypothèse donne f = *+ bc. En remplaçant f par cette 
valeur, on trouve 


A= —— (bg Ÿ ch). 
150. 0 a b' C' 
a Te COS RICOS D 
= 
DARCOS MT COS « 
CONCOSHACOs ENT 
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Le premier élément /a,) du déterminant étant nul, le 
premier terme /&;4a,) du développement est aussi égal à zéro. 
On trouve 


A = ax sir & + (ab + ba)(cosæcos8 — COS y) 
+ bb sin p + (be + cb) (cosBcosy — cos à) 
+ cc'sin y + (ca + ac)(cosycosa — cosf]. 


151. 0 


. ad 


bete 
b 


CrOMSES: 


() 
On trouve 


= da? + bb? + cc? — 2aba'b — 2bcb'c — 2caca. 


152 DFE 
D De Re Sr 
NS LÉRAIAU NC 
LePDriiv0rd) 
On trouve 
A= À + + © — 2ab — 2bc — 2ca. 
153. DTA bee 
40 Ma ECC Nb) 
Le bb CCE 
CC bb aa "0 
On trouve 


AZ d'a + bb" c'e — 2 a°b°b° — 2b°b°c°c° — 2@cda”. 
154: 


CAO ECIES 


Il est bon d’ordonner suivant les éléments de la première 
ligne. On trouve 
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A— (ad — ca} + ab (eh — bc) — ba (cb — bc) 
— (ac — ca) — (ab — ba)(bce — cb’). 


LOS ti RUE UMREU 
LPO PRIE AU 
is (AR b; C3 Ô 

DD CHUN EE 


On ordonne suivant les éléments de la première ligne: 











DÉS 0 
EI TRE CAT = À doc 
PROC E P 
Or 
CU 
Aa, — De à d, — b, Css: 
Donc 
11000 };c; à; 
Le déterminant se réduit à son terme principal. , 
156. ROUTE 
A=|0 5 6 
CPACMEZ 


En ordonnant relativement aux éléments de la première 
colonne, on à 





4 0] Q _— 
4 0 7 = 70 
157: 1 a b c 
OR T 024: D 
ar DUT SU 0 Ô 
LORS DES © AU 


Il est avantageux de faire faire d’abord au déterminant 


un demi-tour dans son plan, ce qui ne change rien au détermi- 
nant (n° 57). 
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OS CLONE 
VISE TENS 
M NN io 
CRÉDIT ST 


On ordonne alors suivant les éléments de la première colonne, 
et l’on trouve 
AZ 4 c + 40° + 27° — &b° — 18abc. 


158. O0 


71 


DRASS 
SAS 


CU 
0 « 
br a 


On trouve 
A= (où? — à — b? — c). 


159. Résoudre l'équation 


PEL EL NET 
DNA RURAL 
se DE DO ut 
Tee 0 Se 0PATE 


Ayant fait faire un demi-tour au déterminant, on l’ordonne 
suivant les éléments de la première colonne, et l’on trouve 


(1) abc = {ab + bc + ca)x 
d'où nr abc 
tr ET + bc + ca 


ou bien, si l’on divise l'équation (1) par abcx, 
Us 
NES RTE 
160. Résoudre l'équation 


TL 


SSI SnS 
CRIS 


a 
ae 
b 0 
CD 
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Après avoir fait faire un demi-tour au déterminant, on 
arrive rapidement à l'équation 
D (X — © — P — À) — 0, 
qui donne 
z=t+tVé+i+e, 
Si a, b,c sont les trois arêtes d’un parallélipipède rec- 


tangle, x en sera la diagonale. 


161. 


LEE cr Ce 

ORNE ce 

Are ORAN ES 

(LFB GUN 
(4) (04 (02 

A=|oœ bb @œ|—= abc + 20° — & (a + b +0). 

ENT EC 
11 — 


OCR DEMO 
CRAN PEL) 
DRE MECARMRE, 
0 


Si l'on développe suivant les éléments de la première 
ligne, 





| — (D? — AF). 


CS 
CS 

= 
D 

re 


D 
n 
SRE CSS 
NN 
SES 
DE 
w 


A4 AOC du 


Appliquant la règle générale, on développe suivant les 
éléments de la troisième ligne (n° 71): 


LEBOULLEUX, Déterm. 7 
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DAC 

A =; Fate CAO 

CE 

164. HORS 
SRE DEC CNE DER) 

207 O0 —20 00 "4 

5 be URL MINE 


ASPIRE 0 
AT CUO DEAN ES) 
SEA 


Les quatre exercices qui précèdent montrent que 


Lorsque dans un déterminant tous les éléments, moins un, 
d’une ligne ou d’une colonne sont nuls, le déterminant se ré- 
duit au produit de l'élément différent de zéro, pris avec le 
signe convenable, par le déterminant mineur qu’on obtient en 
supprimant la ligne et la colonne qui contiennent cet élément. 

Cette remarque a été formulée cowume théorème par 


Jacobi. 


165. Réciproquement fout déterminant peut être mis sous 
la forme d’un déterminant d'un ordre plus élevé. 


Car, en vertu de ce qui précède, on a 


d; b, Ci Vi Yi 
GDS C NET: 
UDC «De CRT Ye 
Cie rer 
Aa Da Co | — LAON AN = \NQs NDS CS Ares 
HIDE 7 à À ODA ONE, 
D'HOAOREO"] 


Les éléments %,,%%, %3, Y1, Ya Ysy Ya, Qui ne se trou- 
vaient pas dans le déterminant primitif, peuvent recevoir des 
valeurs quelconques. 
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166. a+b 1 0 0 
ct 1, a+b 1 0 
PRE O 1 a+b 1 
0 0 1 a + b 
On trouve 
A= (a + bd} — 3(a + b} + 1. 
167. É ONE U HAE 
RE D A EP 
£” O0 —B à 0 
£ 0 0 nn. ë 
ER MO 0 


En ordonnant suivant les éléments de la première ligne, 
on obtient seulement deux termes. Le premier terme se ré- 


duit à æf5y0£. Le second, ordonné suivant les éléments de sa 
première ligne, donne 


PyOE + By GOE" + dE" + PE"). 
De là 
A ByÔ(0Ë + BE + 7E + dE” + ET). 
168. 2 b 


a c 
b =ccos A 1,0 —= 0. 
c—bcos À O 1 


J’ordonne en partie le déterminant de manière à n’écrire 
explicitement que le premier terme (n° 76): 


0 b c 
+|b—ccos A 1 0 
c—bcas A O0 1 





o | 


En développant on trouve 
& = + © — 2bccos A. 


Mettre sous la forme de déterminants les polynomes sui- 
vants : 
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169. P— abc; + bica; + cab, — bia; — biascs — a,c.b:. 
Ecrivons d’abord le polynome sous la forme suivante : 
P = à (003 — Cobs) — Qn(bics — Cds) + a (DC — Cibe) 
Nous savons que les parenthèses sont des mineurs de quatre 
éléments : 


b 


D'NE: th 
Ds C3 


bs C3 


TEE 
Jade — A 
2 2 


+ a: 




















Nous reconnaissons aisément un déterminant du troisième ordre 
ordonné suivant les éléments de la première colonne. Donc 
nous avons 


HÉROS 
A3 ba C3 


170. P—=x(bp — cn) + y(cm — ap) + 2(an — bm). 
P= x{bp — cn) — y(ap — cm) + 2(an — bm) 


D'ÉAÈC 4 


OUT E 


LEE O 


m nn 


a C 


rs 4 F3 




















| 
È dE 


m 


SMS 


171. P—a,b, + a,0, + ab, — bas — boas — ba. 


Ce polynome de six termes peut être considéré comme 
le développement d’un déterminant du troisième ordre: 


A = (Gb; ER ba) EE (a:03 Le ba) + CAE ra bd). 
Ce sont les trois mineurs, dont les coefficients sont égaux à 
l'unité. Donc dans le déterminant du troisième ordre les élé- 


ments de la première colonne ou de la première ligne sont 
égaux à l'unité: 


LARUNED, 
Pl Vel PRGAED: 
LEROUX 
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$ VIL RÉSOLUTION DE n ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A n INCONNUES. 


77. Considérons un système de # équations non homogènes 
du premier degré à autant d’inconnues : 


DAC ES En on OO Con mL 
dx + bay + ce + .... + Lu—=k 
Gr Lby + ait hu k 


elR'oR a l'ee retro rte) Feel er er re 'e Le sache te Ce. 


GT HbyHC2h ... Hlu—=k, 

Nous nous proposons de résoudre ces équations, en supposant 
différent de zéro le déterminant de leurs premiers membres. 
Soit x la variable dont nous cherchons d’abord la valeur. 

Multiplions les équations données, à partir de la pre- 
mière, par les déterminants mineurs Aa Aa Ag, Aa) 
qui correspondent aux coefficients à;, @&, &3,...., 4 de lin- 
connue x, en prenant ces mineurs alternativement avec le 
signe —- et avec le signe —. Si nous faisons la somme des 
produits obtenus, il nous viendra l’équation 


& [a Ag, Pt 2 Aq dm 4 A, HAE: + (IP and | 
+ y [bi4a, —— br Ag, _ bs Ao, — ere PAR Pa 
+ 2 [dy — CE PA Eu Aa, mr ab IF Cu dy J 
+ } : : 
+ CUP — BAG, + Bo, — ,... RIRE dy] 

== 4% -—- ko, + kdo, — .... HI) ado 

Le coefficient de l’inconnue x, 
CIE PA — LE PA + LEE PR — ... +(—1)} An Lo > 
est (n° 70) le déterminant 4 des premiers membres des équa- 
tions données. 


Les coefficients de toutes les autres inconnues sont nuls. 
Si l’on examine par exemple le coefficient de y, on voit qu'il 
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ne diffère de celui de x qu’en ce que les a de celui-ci sont 
remplacés par les b, en sorte qu'on peut considérer le coeffi- 
cient de y connue obtenu par la substitution dans 7 de la 
colonne des a à la colonne des à, ce qui donne dans 4 deux 
colonnes identiques et l’annule (n° 59). De même on peut dire 
qu'on obtient les coefficients des autres inconnues en rempla- 
çant par la colonne des a la colonne des c, celle des d, ...., 
celle des /, et par conséquent ils sont nuls. 


Le second membre est la valeur que prend 4, lorsqu'on 
y remplace les a par les Æ. C’est le numérateur de la valeur 
de x: 


k: b, Ci 1 
kb 2 
(D Nes ke k É 3 


LACET ARE 
On a donc, en faisant usage de la notation abrégée 
(n° 47): 
(kb,es 


e MEN 
a CP RES 





En procédant de la même manière pour les autres in- 
connues, on obtient 


ME ER 
T— fad,cs .... ln) 


É (RD RIRES) 
Te (aibic LOS 





re (AOC LA RENE) 
Ne ete TIR 
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L’inspection des valeurs (IT) nous fournit la règle sui- 
vante : 

Etant données n équations du premier degré à n in- 
connues, dont les seconds membres sont des quantités connues, 
les valeurs des inconnues sont égales à des fractions, dont le 
dénominateur commun est le déterminant des inconnues, et 
dont les numérateurs sont respectivement les valeurs que prend 
ce déterminant, quand on y remplace les coefficients de l’in- 
connue par le terme connu. 


EXERCI CES. 


Résoudre les systèmes suivants : 


172. y+eztu—=m 
DÉC EAU D 
On peut écrire ces équations 
Jade 
æ Hetu—n 
met) Nu — D 
DE Et ml UE 
Le dénominateur commun 
DETTE TEE 
LABO TEE 
00 Ch 1:51 Débe = — 3. 
T'ES PNR AN 1 
Le numérateur de le valeur de x 
PV LINSEL STI 
RAEUPPL 
Hoi NO == AM NT D: 
GE LEL EAU 
Celui de y 


(Ok) np — q — M. 
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. i 
Celui de 2 


(a b:k;d,) = 2p — q — m—n. 


Celui de 
(b2csks) = 8q — m — n — p. 
De là 
Re on 2 LR an RE reel a LR Lt bnp 
= CAR one 7 nee tee ON OR 
3 5) 
Pr um PL A OL 0 A ot men ne te 
5] ? 3 
(Ta 4x — 3y + 82— u—=5 
6x + y— 5: +èu—=6 
x + 7y — 102 10 
SUD ie UT st 
4 —3 8 —1 
ME G'TÉTEÉ = 0 22 
AGDE Ji MEN — — 894. 
9 —1 RAC 
5 —3 8 —1 
DENIS STAR 
(HbCdDE= D LT ONE, — — 394. 
5 —1 09220 


Cakcsd,) = — 1576, (ab,k,d,) — — 788, (absc;k,) = — 1182. 
TER, )Rt à tn lee et 


78. RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME DE n ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A n INCONNUES, DONT UNE SEULE N’EST PAS HOMOGÈNE. — 
Soient proposées 7 équations du premier degré à n inconnues, 
dont les seconds membres sont nuls, à l'exception d’un seul, 
k, par exemple: 
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dù + by + cz +... 
D + bay + cz Æ 
GT bsU + Cet... 


Re ete lors re rte ete mere here ler ne Mes 


eee ete eee tie Lemrelte tre Fab ee 60,0, / ee 


Den ml CE a mL 


Dans les résultats qui précèdent rien n’est changé au 
dénominateur /. 


Le numérateur (1) de la valeur de x se réduit à 


kb, 
(SD 
IN 0 bs 
ur 


il vient donc 


Ci 
Co 


On à pour le numérateur de y 


Ne 


en sorte que 


A DC LRO 
b DC l 
L, de “ UE ñ = 44; 
DORE Ner 

4 PRO Per A 204 PS 

Lenc: l 

DATES Le 

0 oc; ls —— #4}, 

DEC, !, 

A:y—=—kds. 


On trouvera de la même manière que 


A.2—k4, 


UP —1)  "k; A + 


CU ASE Re IE OP Re SOEUR A CAO PE TEE 
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De toutes ces égalités l’on tire 


x y Lis u k: 
III ee, a ess Rs . — 1 Etes ér re é 
( ) Aa, — 4%, A (—1}— A7 A 








Considérons maintenant le développement du déterminant 
A suivant les éléments de la première ligne: 


AA = DA NE GAS RICE RAT 


Nous voyons que dans les égalités ([IT) le dénominateur 


Aa, est le facteur qui dans ce développement multiplie a,, 


coefficient de x dans l'équation non homogène, que le dénomi- 
nateur 4, est le facteur qui dans le même développement 
1 


multiplie b,, coefficient de y dans la même équation non 
homogène, et ainsi des autres. Nous pouvons donc formuler 
l’énoncé suivant: | 

Lorsque dans un système de n équations linéaires à n 
inconnues les seconds membres de n — 1 de ces équations sont 
nuls, les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux fac- 
teurs qui dans Æ multiplient les coefficients dont les inconnues 
sont affectées dans, l'équation non homogène. 

La résolution des équations proposées se trouve ainsi 
ramenée à celle des équations (II). 


S VIII. SYSTÈME DE n ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGÈNES 
A n INCONNUES. 


79) Soit donné le système des » équations homogènes 
du premier degré à n inconnues: 
1 x LEO em Po en ml a 


ul) 
HS Ti DEVICE CA RUE EN) 
AE pr LC Lo ONE É En MR pe el 


ce di. by ne sk us à à Dr ne EU): 


où l’on a en même temps 


Lords dt pt 2 NA ER TR US RS A SR 
Lo + - 


n ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGÈNES 107 
R—k, = = MN ki — 0. 


Nous allons chercher quelle est la condition pour que 
ces équations soient compatibles. 

Les égalités (III) qui précèdent (n° 78) ont lieu quel 
que soit 4; elles subsistent donc, si k, — 0. Comme on a 


74 POS me Ag, 
et les autres équations analogues avec y, 2, ...... , cela exige que 
A = O. 


Aïnsi, pour que n équations homogènes du premier degré 
à n inconnues soient compatibles, il faut que le déterminant 
des inconnues soit nul. 
Si ce déterminant était différent de zéro, il faudrait qu'on 
eut à la fois 
Us 
Nous voyons encore par les égalités (III) que 


Les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux fac- 
teurs qui dans A multiplient les coefficients dont les inconnues 
sont affectées dans une quelconque des équations proposées. 


EXERCICES. 
174. Soient les quatre équations: 
a by + ca = 0 
— a£ + Ax + By + Dz—0 
— bE+ Br + Cy + Ez—=0 
— cé + Dx + Ey + Fe = 0. 


Ces équations, qui sont homogènes entre les quatre in- 


connues — £, x, y, 2, seront compatibles, si leur déterminant 
est nul, c’est-à-dire si l’on à 
0 


SERRES 
Res. 
à ©'e 


a 
b 
Û 
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174; D PR 2 ur Le 
GG —a)u+ (À — x) ID 
y — du RAT) = 0 
( — c) u + (Z—2)—= 0. 


Ce sont quatre équations homogènes du premier degré 
relativement à /X — x), (Y — y), (Z — 2) et u. Eliminant 
ces inconnues, on à la relation de condition 


(9) AABRESC 
D 0 PAR CDS CASE 0 
Ye 0 ONE Fe) 2 
PNEU ON EN LRO £ LAUIEN à 
Le déterminant ayant d’abord fait un demi-tour sur lui- 


même, on obtient 
A(x — à) + B(x — b) + Cix — c) = 0. 


176. Ax + By + Ce + D— 
ADN PUREAURSEEDE 
Az: + By: + Ca + D — 
Ars + By + Ca + D— 


Quatre équations homogènes relativement à 4, B, C, D. 
On doit donc avoir 


RETIRE 
LD AAU REC 7 
ÉRANTUES La ÿ 
MÉTEAU SCENE: 


C’est l'équation du plan passant par les trois points 
Mi, gi ME UV a OM y Ce CqUuauon 
exprime encore la condition pour que les quatre points 
M x, y, 2), M, M, M, soient situés dans un même plan. 


Dors Fan 2e y—+ cxÿ = 

ax y + 2bxÿ + cy° = 

br cry +" dry” = 
(0) Don LU or et) el 


D A TE SN EP RE 6 PER PVO 
mn RG lu MA 
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Pour éliminer les variables, nous emploierons la méthode 
dialytique de M. Sylvester. Dans ce procédé on considère les 
puissances des inconnues et même les produits de ces puis- 
sances comme autant de variables indépendantes. Nous re- 
garderons done le système donné comme quatre équations 
entre les quatre inconnues à, 2° y, «y°, y°, que nous traiterons 
comme des équations du premier degré. Eliminant ces in- 
connues, nous aurons 


HE DPI CIO 
LE 0 a 2b CH 3 Era UE) À PC M 
OL Ro nn AN e d + 4ac*+ 4b°d — 3b Oabcd. 
ORALE CLEA 
178. ax + Sbx°y + Scxy + dy = 0 


br Eco y + day + ey —0. 


Multiplions chacune de ces équations successivement par 
x”, æy et y; nous formons le système suivant: 


ax + 3bxy + Bca° y + di y 
ay ++ Sbx° y” + Sc y + day 
any + 3bx° y + Scxy* + dy 
LE re 8 LL Den mL 0 em À 
by + 3er y + Sdafy° + exy° 
br + Bcx° y + Sdxy* + ey° 


Ce sont six équations entre les six inconnues x°, &°y, x, 
ay", «y, y. L'élimination de ces variables par l'application 
de la méthode dialytique fournit le déterminant 


DDR CRC DANS ( 


reste © = 


DIN 


a 
LR AR SD CET SE AO 
CE ON 0e DS CET 

(à 
OST tt RCE EU Tr 
EN D ES CARS RER CHU À 
DEMO MS RES LMES dE) e 
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S IX. SYSTÈME DE n ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A n— 1 INCONNUES. 


80) Soit donné le système de quatre équations non homo- 
gènes du premier degré à frois inconnues : 


x +by+arth=0 
an Ye Ce hileQ 
dit by oi ER rs 40 
x + by + ce + Ki = 0, 


que nous supposons simultanées, c’est-à-dire admettant pour 
æ, y, 2? un même système de valeurs. Nous nous proposons de 
chercher quelle est la condition à laquelle elles satisfont dans 
cette hypothèse. 

Remplaçons les inconnues par leurs rapports à une 
quantité arbitraire # (n° 30), et faisons disparaître le dénomi- 
nateur; nous obtiendrons 


dx 7 je by = Fe k,u = 0 

Gr + by + cz tlu—= 0 

a32 + bsy + ce + hu = 0 

ax + by + 2 + kiu— 0. 
Nous transformons ainsi nos équations en quatre équations 
homogènes à quatre inconnues. Or celle-ci, en vertu de la 
condition établie (n° 79), ne sont compatibles que si le dé- 
terminant des inconnues est nul, c’est-à-dire si l’on à 


LES D SC ro 
ND CVCIREU 

RP os 2 2 2 2 ss 
RDS CAPPOE 4 
ONE C MON: 


Il en est ainsi par conséquent pour le système actuellement 
proposé. 

Il est clair que ce qui vient d’être dit relativement à 
quatre équations à quatre inconnues, s’étend à un nombre » 
quelconque d'équations à # — 1 inconnues. Donc 
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Pour que n équations non homogènes du premier degré 
à n— 1 inconnues soient compatibles, il faut qu'on puisse 
égaler à zéro la valeur du déterminant formé des coefficients 
des inconnues et des termes connus. 

Dans lexemple précédent, de l'élimination des trois varia- 
bles résulte l'équation 


HAE AU 


dont le premier membre ne contient que les coefficients (y 
compris les termes connus) des quatre équations données, et 
qui exprime la condition pour que les équations soient com- 
patibles. 

En général, étant donné un système de » équations non 
homogènes à # 1 variables, si l’on combine ces » équations 
de manière à éliminer les # — 1 variables, on obtient une 
équation À —0, nommée résultante, dont le premier mem- 
bre À ne contient que les coefficients des x équations don- 
nées; il se nomme le résultant ou l’éiminant du système 
donné. 


EXERCICES. 


179. On donne les quatre équations linéaires à trois in- 
connues : 


ie DES D) 
hx + Ho USD 


2 
fre + 65 En = 0 
HE maine — (, 


Pour que ces équations soient compatibles, 1l faut que 
leur déterminant soit nul; on doit donc avoir 


CPR ET UNE 
RADLRER IR ve). 
TA EM NOIR 
EE mientO 
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180. Soient les deux droites 
(a HBYN ICONE 
A,x + B;y + C2 + D, en 
re + By +Cez +D = 
A,%+ B:y + Ciz + Di — 
Si ces droites se coupent, les quatre équations sont satisfaites 
par les coordonnées du point d’intersection ; elles sont simul- 
tanées. Eliminant donc les trois variables x, y, 2, on obtient 
la relation 


A. NB Cr ED) 
À; B: C; D; rides 0 
APVÉBÉNCESEDNANE 
A, B' (ES 1B% 


C’est la condition pour que les deux droites se remontrent. 


181. Soient les quatre équations 


a + bx + y + +Lyÿ —=0 
a + br, + y + à + y = 0 
a br os Lt y 0 
ADD RICU RENE 0 


Ces équations, dont chacune représente un cercle en 
coordonnées rectangulaires, peuvent être considérées comme 
quatre équations linéaires à trois variables à, b, c. Si l’on 
groupe en un seul terme les deux derniers termes de chaque 
équation, la condition de compatibilité sera 


1 x y d+y à 
1% YO LHYy | 0 
1 3 Y GG +Y 


C’est l'équation du cercle passant par les trois points 
donnés M,(x, y), Mr, y) et M;(@:, y). Cette équation 
exprime encore la condition pour que les quatre points M{x, y), 
M,, M, et M, soient situés sur une même circonférence. 


PARTY y 


UE 
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182. ax + by + cz+ dt=0 
— ai+ Ax+B'y+ Bz+ Ct—=0 
— bi + B'x+ A'y + B:+ Ct—=0 
— ch + Br + By + A'e+C't—0 
— dù + Cr + C'y + C'z + Dt = 0. 


Cinq équationsentre les quatre inconnues x, y, 2,t. La 
condition de compatibilité est 


CORTE) D'EREC d 
CRAN DER C 
CRBDRPA MERCI 0 
CRD FRANCO 
HR CE CR CET) 
188. — 1 + xcosa + ycosb + zcosc° = 0 


— 08€ + x + ycosc + 2cosb = 0 
— cosb + xcosc +7y + 2cosa = 0 
— cosc + xcosb + ycosa + 2 0: 
L’élimimation des trois variables x, y, z entre ces quatre 
équations donne 


1 cosa cosb cosc 


ÉCOS GNT COSC  cosb 
cosb'  cosc 1 cos a 
COSC  Cosb  cosa 1 
184. —P + Acosa + Bcosf + Ccosy — 0 


Pcosæ — À DB G0S7 TE CCOs Di 0 
Pcosff + Acosy — B + Ccosa —= 0 
Pcosy + AcosB + Bcosa — C UE 
Eliminant À, B, C entre ces quatre équations, on obtient 
la relation 


—1  cosæ cosf cosy 


COSœ  —1 cosy  cosf 0 
cos F cosy 1 cos | 
cosy  cosf O cosa  —1 


LEBOULLEUX, Déferm. 
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185; x — acos À — bcosB — cceosC = 0 


a — ccosB — bcosC — 0 
bit COBAUE — acoSC = 0 
ce — bcos À — acosB —= 0, 


système de quatre équations linéaires entre les trois quantités 
— cos A, — cos B, — cos C. L'élimination de ces variables donne 
immédiatement la résultante 


LMD INC 
ERIC ON RE 
11 POS 0e mi 

CRATD SR CRE 

On peut tirer de là (n° 76) 
RTE PAU 0 ; b : 
æ| eo 0- a + & $ — (0. 

NUM D DAS CAR UC 
CT Da 0 


186. Etant données les deux équations du second degré 


ax + bx +c—=0 
ad +bx+c—=o0, 


éliminer x entre ces équations. 
Multiplions chacune d'elles par x; nous formons le 
système suivant de quatre équations : 


ax + ba? + cx 0 

ax? + bx + c —=0 
dx + ba +cx 0 

ax? +bx+c —0 
Suivant la méthode dialytique, nons considérerons les puis- 
sances 2°, x’, æ de la variable x comme autant d’inconnues, 
et ces équations se présenteront comme un système de 4 
équations du premier degré à 3 inconnues. Nous trouverons 
ainsi la résultante 
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AY ONNICS PC) 
CRAN DURE Tr 
Hi be RCra0 mi 
GREEN Dre 


187. Soit à éliminer x entre les deux équations suivantes, 
qui ne sont pas du même degré : 


ax + ba + cx+d—=0 
aa +bzx+e—=0. 


On multiplie la première équation par x, et la seconde 
successivement par æ° et par æ, ce qui donne le système 


ax + bx° + cax° + dx 0 
ax° + ba? + cx + d—=0 

ax + ba +cr Lt) 
ax +ba + cax = () 

aa +bx+ce = 0. 


Ce sont cinq équations entre les quatre inconnues, x“, +”, 
x”, x. Eliminant ces inconnues, on obtient la relation de con- 
dition 


CNRS DRE CES TU 
CONS DRE CET 
DIDIER CNE OUEN: 0 
URÉGTNbDMCARE( 
DORE DR C: 


188. Soient les deux équations respectivement du quatrième 
degré et du deuxième degré: 
F = ax + ba + cx + dx + e—=0 
= mait ne + p.—= 0. 


Multiplions la première par x, la seconde successivement 
2 3. 
par x, par æ et par æ°: 


° 
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ax + bx° + ça? + dx +e 
ax + bx° + ca° + dif + ex 
ma + nz + p 
ma + na + px 
ma + n° + pr” 
max + nr + pr° 


Regardant dans ces six équations æ, x”, x°, æ*, x° comme 
des inconnues distinctes, nous aurons la relation 


III 


SOS es 


ORDRES CARTE E 
CRD Tee CORTE TE 
LAS 0 De OCROTRENT EE EED 
on DONNE MED EEU ni 
OL AVE D ÉROEAD 
VER ED LRO CAE 


Cette résultante exprime la condition pour que les deux 
équations proposées soient compatibles, c’est-à-dire pour qu’elles 
aient au moins une racine commune 7, autrement dit, pour 
qu’elles aient au moins un facteur commun du premier degré 
(x — r). 

Posons 


F= (x —7r)F;, DE os r) fi; 


F, = ax° + Ba? + Cr + D = 0 
P m& + N = 0. 


Pour que ces deux dernières équations aient elles-mêmes 
une racine commune, auquel cas Æ et f auront deux racines 
communes, il faut qu'on ait À, — 0, R, étant donné par les 
équations suivantes : 


ax + Ba? + Cr + D = 0 
mx + N=0 

ma + Nx == 
max” + Na ni 1? 


eh DER n Et + Tia 
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#47 


A 


On traite par la même 
grés quelconques. 
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CHAPITRE IV. 


OPÉRATIONS SUR LES DÉTERMINANTS. 


$ [. ADDITION ET MULTIPLICATION DES DÉTERMINANTS. 


81) THÉORÈME [. — Lorsque dans un déterminant les 
éléments d'une colonne sont chacun la somme algébrique de 
n termes, le déterminant peut se décomposer en une somme 
algébrique de n déterminants, dans lesquels l'élément polynome 
est successivement remplacé par chacun de ses termes. 


Soit proposé le déterminant 


di; + (421 b, Ci 
di e ap to Ds EC 
ds + ARC 


Si on l’ordonne suivant les éléments de la première co- 
lonne, en employant la notation abrégée pour écrire les mi- 
peurs, on aura (n° 70) 


A = (Qi + &) (ba cs) — (as + %) (0: C3) + (as + 43) (bi C2). 
Or, le second membre peut se décomposer en deux parties 


dans les deux lignes suivantes : 


1 Gi (02 C3) — G2(01 C3) " a; (b; Co) 
a me a (ba Cs) red 9 (b; C3) + as (D: C2). 
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Ces deux parties sont respectivement égales (exerce. 169) à 
deux déterminants du troisième ordre, et l’on a 


d b, Ci æ b, Ci 
A EEE A be Co +- de bs Co 
As Ds C3 AL ds cs 


Considérons encore le déterminant 


A UND Ce di 

A — dy D 

Ag lg: Ds0 C3 
b 


(AE Mmes de 


[©] 
(% 

Le] 
SE 

n 


= 
© 

R 
D 

FN 


En procédant de la même manière, on a 


A = (4 — %) (D c3 ds) — (4: — 2) (01 cs di) 
nn) (as — 43)(01 Ca di) — (ui — F4), (D > ds) 


— di (02 C3 di) — &(b cs di) + a3(b; ©: d,) — a,(b: C2 ds) 
— a, (bs C3 d,) Fe à & (b, C3 d,) - œ, (b, Co d,) FF a, (b, Co d:)] 


GUN OC FU, db era 
=! re Ds GC ds a De C 
ERP OS TA T CRUE (Le Fa dy Ds C3 ds 
HD EEC &,, D, © d 


82) De même, lorsque dans un déterminant les éléments 
d’une ligne sont chacun la' somme algébrique de plusieurs 
termes, le déterminant peut se décomposer en une somme al- 
gébrique de déterminants partiels, dans lesquels l'élément poly- 
nome est successivement remplacé par chacun de ses termes. 

Soit pour exemple 


a b, a, 
1—= at er BE 7e 
ds b, C3 


Ordonnons suivant les éléments de la deuxième ligne, 
en observant la règle des signes (n° 71): 


Le” Sd a 
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= — /(G + %) (bi C3) — (ba + Pa) (Gi C3) EN) es 72) (@: b:)] 
——/a, (bics) — b:(& cs) + C2 (03) + do(01C3) — Pa(@i Ca) + 72(U0:)]. 


0: -IHPDR RCE RE On des 
= — d: b, Ci — 1 b, C; 
UE D: C3 3 b, C3 


di; bc: CANTINE À Ci 
A ss do bs Co + a, bs Co 
A3 b, C3 | de b, C3 


On trouvera de la même manière que 


di + di —%; be, Gi bin Ci a b a; b, Ci 
A2 FU — Lo Vo Co | = | do De Co +) De Co |—|@s 0 C 
lJ L4 
Ass —Gs b, C3 GNAUPURES Le b, C3 Œs b, C3 
83) COROLLAIRE. — Quand les éléments de plusieurs 


lignes ou de plusieurs colonnes sont des polynomes, on applique 
plusieurs fois le théorème. Ainsi 


di + b, — 6, Ci di b, — B, Ci dy b, — E, Ci 
A À Lo Do — Bo Co | —| Q2 br — 8 & |L|u b—B & 
A3 + ds by — F3 cs A3 03 — by C3 ds Ds — Ps Cs 
‘& db CRU B, © a bi & a Bi c 
PT NO pen QU b, Co + CT SE CA Re ASS ET 
GED: NII RROENEE AVES AR OACS 
84) THÉORÈME IL. — Réciproquement, lorsque plusieurs 


. déterminants ne diffèrent que par une ligne, ces déterminants 
peuvent se composer en un seul ayant sa ligne correspondante 
formée d'éléments polynomes dont les termes sont chacun la 
somme algébrique des éléments des lignes différentes des dé- 
terminants donnés. 


ADDITION 


Soient proposés les deux déterminants 


Die 2e | (E41 Eh 
esta One : A'—| & 
LANDES Aero, 


C3 
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qui ne diffèrent que par leurs premières lignes. Ordonnons- 


les suivant les éléments de ces premières lignes: 


A à: (b: Ca) FRE b, (a: C3) + Ci (@ b:) 
REED C3) — B, (@ C3) + Ya (@2 ds). 


Retranchons le second du premier: 


A — A — (a — 4) (bc) — (bi — 8) Ca C3) + CA —7) (tb). 


(3 conte b, — , CRM 4 


Pt pi (ls b, 
4; b; 


Co 
C3 


/ 


Ce théorème s'applique aux colonnes aussi bien qu'aux 
lignes. 


85) THéorème II. — Lorsque les éléments d’une ligne 
d'un déterminant sont égaux à la somme algébrique des élé- 
ments correspondants de plusieurs lignes, le déterminant est 


nul. | 
En effet, on a par exemple (n° 82) 
a + a — a b, + b, — b: on ml mme 2 di + de — ds 
” Lire d: b, Ci di 
Uo b, Co da 
(e b, C3 da 
GET ES MENT OS RCE (LS APN bee 
AM cui PDO CRT EP LU 
TROE. t Oe ar DT ie Ra lD Tate DS AUCE de 
CRD: Ci de UND ACAÈC e GS D RC OURS 
Or, on voit (n° 58) que chacun de ces trois déterminants par- 


tiels est nul, comme ayant deux lignes identiques. 
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De même, lorsque les éléments d’une colonne d’un dé- 
terminant sont égaux à la somme algébrique des éléments 
correspondants de plusieurs colonnes, le déterminant est nul. 


86) COROLLAIRE. — Lorsque les éléments d’une colonne 
d’un déterminant sont égaux à la somme algébrique des élé- 
ments correspondants de plusieurs colonnes, multipliées respec- 
tivement par des facteurs constants, le déterminant est nul. 


En effet, on a par exemple 


ma: —- nb, T'AR PC d; b, Ci 
| Ms + Nb: — PC A D © 
1 — | ma, + nd; — pes 3 bb 
mas + nb, — pu & bd, « 
md, M b,, «à nd mm bd C4 DA CD EC 
MA > De Co M2 A V2 Co Pas A D: C 
El Nat bic + NO CD CNE LI DATE AUENCE 
Ms A de © RULES D IN GE PANTISONC! 
Or (n° 63) 
Ubu AR IS0 Ne du bite; 
PE PE Gat "03 0 IPS STICUPAE 
A = m 2 2 2 + n 2 2 2 2 — p 2 2 2 2 k 
Us As bc; CG hr üs tas bic là 
4 un b, C4 Un Uy b b, C4 


4 Ca dy 


et chacun de ces derniers déterminants est égal à zéro. 
Ce corollaire s'applique également aux lignes. 


87) THÉORÈME IV. — Un déterminant ne change pas, 
lorsqu'on ajoute algébriquement aux éléments d'une colonne les 
éléments correspondants d’une ou de plusieurs autres colonnes. 


Soit le déterminant 


di b, C1 
A me do b, Co 
az. D: C3 


LT 


ADDITION 123 


On forme 


Celui-ci est égal au précédent. 


En effet, décomposons ce dernier déterminant: 


GREC BP ECN EC TURC, 
A —=| 3 Ds Ca || @ Co Co |—|@4 @& Ce 
BALE NS 3 C3 Cs A3 3 CG 


Or de ces trois déterminants partiels les deux derniers sont 
nuls, comme ayant deux colonnes identiques. 

De même, lorsqu'on ajoute algébriquement aux éléments 
d'une ligne les éléments correspondants d'une ou de plusieurs 
autres lignes, le déterminant ne change pas. 


88) COROLLAIRE L. — Un déterminant ne change pas, 
lorsqu'on ajoute algébriquement aux éléments d'une colonne 
ceux d'autres colonnes, multipliées respectivement par des fac- 
leurs constants. 


Aïnsi l’on doit avoir 


a: TEE mb, + nc; b, Ci d; b, Ci 
do a 4 mb: + NCo b, Co ÊRE do bo Co 
as — Mb; ne bb: c DOS QC 
En effet 
d: MELE mb, + nc: b: Ci d: b, Ci b, b, Ci 
lo RER mb: + NC» be Co = 2 b, Co Yi bo be Co 
3 rs mb; + nC; b; C3 3 b, C3 b; b, C3 
& di € 
+n|ae b © 
C3 Os Cs 


Or, ces deux derniers déterminants partiels sont nuls. 
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De même, lorsqu'on ajoute algébriquement aux éléments 
d’une ligne ceux d'autres lignes, multipliées respectivement par 
des facteurs constants, le déterminant ne change pas. 


89) CoROLLAIRE Il. — Si dans un déterminant il existe 
entre les éléments correspondants de plusieurs colonnes une 
relation linéaire et homogène, le déterminant est nul. 

Prenons pour exemple le déterminant 


d; b, Ci d: 
DER do D, € 
US QURATCS HUTEN 


A4 b, Ca QUI 


et supposons que pour des facteurs À, u, v différents de zéro, 
on ait 

Ad: Rs ub: + VC, — (Q) 

À@; — ub; + ve = 0 

a; — ub, + DU 

2a, — nb, + ve, = 0; 
on doit avoir 

HE): 


En effet, multiplions les trois premières colonnnes du dé- 
terminant donné par À, u, »: 
AGP AIN C 
ÂGe ub: vG 
Ad: ub; VC3 
AG ub, VCa 


b 


© 


VL'QSN D 


| 
sl 





Soustrayons la deuxième colonne de la première, et ajou- 
tons la troisième. Dans le déterminant qu’on obtient les élé- 
ments de la première colonne sont nuls. Il suit de là que le 
déterminant est nul; car (n° 40) chaque terme du développe- 
ment contient en facteur un élément de la première colonne. 
Or, le déterminant précédent n’a pas changé (coroll. I). Done 
il est nul; et ainsi le déterminant donné. 


76 me 
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De même, si dans un déterminant il existe entre les élé- 
ments correspondants de plusieurs lignes une relation linéaire 
et homogène, le déterminant est nul. 


90) THéorèMe. — Le produit de deux déterminants de 
même ordre peut se mettre sous la forme d'un déterminant de 
cet ordre dont les colonnes ont pour éléments les sommes al- 
gébriques des produits qu'on obtient en multipliant les éléments 
de chaque ligne de l’un des déterminants successivement par 
les éléments correspondants de toutes les lignes de l’autre. 

Considérons le produit de deux déterminants du second 
ordre. 











On doit avoir 


di + b, 8 du Ar b, B, 


À, À — 
| MED 0 Gi D Le 








En effet, décomposons ce dernier déterminant en détermi- 
nants partiels (n° 83). 





















































ie d; Œ; do d: a, b, 5: b, b; es 
A CUS AE DA DNS + lo Lo 
D, 8 b:B: 
hr be, 
6 1 
=, d; 2 e + d: be - é +- b, Oo : 
2 B, Be 2 
6 
a, 1 1 
+ 1642 B, B, 
a b, & B, 5 5 4 oi ‘bi 
el. b, a, 8, | ee b, Oo 7 8, = (@i b, b, 2) d 8, | 
dyau0: a b: 
FR 2 ba | X | a b, 
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91) Le produit de deux déterminants de même ordre se 
met sous la forme d'un déterminant de cet ordre dont les co- 
lonnes ont pour éléments les sommes algébriques des produits 
qu'on obtient en multipliant les éléments de chaque colonne de 
l’un des déterminants successivement par les éléments corres- 
pondants de toutes les colonnes de l'autre. 


Ainsi l’on a 
d b, 
LH Ta CR 


UD, 


| Gi 4 + @ & baba 
HS SDS 


Tu +abs b, 8, + b, B, 














En effet, dans les deux déterminants donnés, on peut 
changer les colonnes en lignes et inversement; on obtient 
alors le résultat en procédant conformément au théorème qui 
précède. | 


92) On arrive par le même raisonnement aux résultats 


suivants. Soient 


Bi 7: 
Gœletd'—|a B 7? 


LU 


OC ete 0 PIE Cv 
Ai A À bi B5 + CiYs 
Qi Us fr O1 Bt Ci 


DORE 


2 A + b,6, + C7: 
3 Cp tr Va Be Æ CVs 
A3 Es + DB —+- Co V3 


O3 4 + b,8, + c:7: 
ds Ds Ce 
D 1 62 on MC A 


di % + a + A3 3 
CAR + a: 82 + a Bs 
di 71 ane mp U373 


93) COROLLAIRE. — CARRÉ D'UN DÉTERMINANT. 


b,a, + bo + b,as 
b,6, + b, 8, + b,6, 
Do + D: Y2 + b:Y3 


C; dr C2 + C3 d3 
Ci B, an C2 Pa + C3 
Ci 71 + CoV2 + C373 


Soit à 


développer par exemple le carré d’un déterminant du socond 


ordre : 
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1° & bd, se a D: hi a. b, El di 4e bi aa; + b,b, 
3 D:  |@ db UD: EN a; 3 + D: BERG TU 

90 &. b, RER di 4e a bia + b, a; 

@ D: | yo: D: + LOURDE D: 











= (di + a) (bi + bi) — (a, b, + a, b.). 
Les déterminants obtenus sont symétriques. 
Sous cette seconde forme on a 
Cube — bu) = (+ a) (bi + bi) — (ab, + &b:)!. 
D'où 
(ai + a) (b° + EE (AR + 2 02) + (d: b, — b,@ CL 
Ce qui montre que le produit de deux sommes de deux carrés 
peut se mettre sous la forme de la somme de deux carrés. 


94. Remarque. — Si l’on a à multiplier deux détermi- 
nants d'ordres différents, on transforme d’abord (exerc. 165) 
le déterminant de l’ordre le moins élevé en un déterminant 
de même ordre que l’autre. Ainsi par exemple on a 











RO TC TON C: CHE EM: 
La 8 
Ad — 1 a bi UK HÉRE LDC NP TO 
MENU te | 46 abc UMEOBRT 
Ua 10,8, d3% + bb, en UN 
—=,| dd + béta + b6 a+ b: b, 
C1 Co C3 
$ IL EXERCICES. 
189. Décomposer le déterminant 
a—|\am—t+bm an+bn 
am—+bm an+bn 
On applique le corollaire n° 83: 
? am an bm an am bn bm bn 
— , r RAT) , r rar n Pr PE Te 
am an bm an am bn bm bn 
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Le a «à b 
= mn 
“ el+mn fr AE 7 
+ mn b À 
BE b Fa b m n 
= à Le — nm) = Nr X prier 
190. 1 ad} + b' =$ cn a + bb; +c;c 
PO EU PU pou qu LOU ds av b; nr c 








En décomposant ce déterminant on trouve 


4 = db; — 2a a b, b; + bi ai + bic — 2b, bc Ce + bi 
OR ir 




















RG O0 DEC c'rdr | 
st Œo b, b, Co he Co Oo 
191. 0 # 1 
A=|1 a+ b +2 
1 a +xX b+X 
0 1+0 1+0 
4=|\ 1 a +21 b +2 
1 a +X bb + 
DAONT 001 DM1%0 0 0 0 
A A OS ne 0 ET CO in EN EE ET LE PE DES NT 
TO D Ne] EEE: 10 1 


Le dernier déterminant partiel est nul. L’ensemble du deuxième 


de AA LU 
et du troisième est égal à |, ;'|—|7 7 |—0. Dela sorte, 


A se‘réduit au premier déterminant partiel. 
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192. a b CHR 
pee! | db (LUN E 
—& —bÙ Ci 
—a4 —b —c d 
Ajoutons les éléments de la première ligne aux éléments 


correspondants de chacune des trois lignes suivantes; ce qui 
ne change pas le déterminant (n° 87): 


HR NU) Û d 
Mu OMEbNcRaud+ 
A—= 0-30 D: 10 ES — 8 abcd. 
PEN 0 24 
CO 0 OR Te 10 
195. A = œ ô 7 


1 1 1 


Soustrayons les éléments de la deuxième ligne de ceux 
de la première: 


—Ù —ÙÀ —Ù ANT ENT 
1 c 1] p\=— 01 & PF y|—0. 
1 1 1 jh 0 Fo | 
194. CCC: 
4 RARE NO 
CODE C2 


| 0 Po (on 
A=| a—b 1 b|——"{(a—b} 
0 bare 
195. 1x LE xx 
AMEL EE Tex x 
1 a +x xx 


LEBOULLEUX, Déferm. 9 


D RS CR AS OT TN SE RE ‘© 2 1 
PT PRO PROS TU PARTS 
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Retranchons la première ligne de chacune des deux 
autres : 
1 a Ha xx 
A=|0 © —x à'(æ — x)|=—(x—x){x —x )(x" — x) 

0 æ —x x (t — x) 


196. a—b Mm—n z—7Y7 
A=|b—c n—p y—3z 
C— 4 p—--Mm 2—X 


Soustrayons la deuxième ligne de la première: 


C— 4 p—mMm 3—X 
A=|b-c n—p y—3x | 
C— 4 P—mMm 3 —X 


déterminant nul, comme ayant deux lignes identiques. 


197. A —Mm 4A—N d&—p 
A=| Ga —m a —nN —p 
A3 — M ds —N A3 — PDP 


Retranchons la première colonne de la deuxième et de 
la troisième : 
A —Mm Mm—NR Mm—P 
A=| D —m Mm—n Mm—p 
As — M M—NRn M—Dp 


da —m 1 1 
—(m—n)(m—pl| a —m 1 1|—0 
ls — M 1 1 


LiENG ON YL ET 
Le AU as 
Ts — à JS =D 


198. Li== 


RO KR KR 


Multiplions la première colonne par «, puis ajoutons la 
première colonne à la deuxième: 
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AN y: — B CEA UE NO 
CRE ROM EC De l'O tii Us D 
CA ce En — où Det  ARUNe ste O 
FANS C PR eme #1 
= 1 Lo Ye ri te] 
1 L3 Y3 Hire fee 


On procède de la même manière sur ce dernier détermi- 
nant pour faire disparaître /, et l’on a 


1 Li Yi 

4 Pom le Ye 

Ter: Y3 
199. a, üe C: 
A — (APS b Co 


2 
ma, + na mb, +nb, mc + ne 


De la troisième ligne retranchons la seconde multipliée 
par n (n° 88): 


TDR CE: 
= NN m0) EC EU. 
LA DHECC 
200. d+b b+e c+a, 


A= Mat bb; + eue, a, 
dy + D: b, + oc; CT A4 


Pour cet exercice nous ferons usage d’une notation 
imaginée par Cauchy et employée par M. Mansion, qui per- 
met d’abréger les calculs. On représente le déterminant 
comme il suit: d 

22 A 0 on en 0 A en pe PC re 2 
On n'écrit ainsi qu'une ligne, en supprimant les indices; on 


fait sur ces éléments toutes les opérations affectuant les co- 
lonnes; puis dans le résultat on replacera les colonnes entières. 
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De la troisième colonne retranchons la somme des deux 
premières : 


D EN EE ON: en © DO à 
Soustrayons la troisième colonne de chacune des autres 
AE DNA NT ONE 21 D EC 
Ainsi 
A ET 
He 2 AS DNEC: 
as t0s 00, 
Dj: A=|a—b b—c c—a| 


Dans ce déterminant, écrit suivant la notation de l’exer- 
cice précédent, on ajoute à la première colonne la somme 
des deux autres: 


A=|]0 b—c c— a 
D'où il suit que 
A= 0. 


Car les éléments de la première colonne sont nuls; or chaque 
terme du développement contient comme facteur un élément 
de la première colonne. 


202: 
4 li 


x y 3 
Lo + O COSa Yo + O COSF + COSy 
tr, Ho cosæ y, +o cos z,+0 cosy 


RO KR NN KR 


Soustrayons la deuxième ligne de chacune des trois 
autres; puis réduisons le déterminant au troisième ordre: 
T—L Y—Y É —% 
A = — @Q COS a COS B COS y 


COS a COS B COSy 


203. Soient les deux déterminants : 


tone A 





* 
« 


EXERCICES 159 


CRC CE CE OPNARE 
AE RUE 7 2 D MIRE TO 
0 a CIE TAN. 


Additionnons membre à membre: nous composerons 
(n° 84) les deux déterminants en un seul, en remarquant 
l'identité des deuxièmes colonnes et des troisièmes : 


(a) Œ 
HAS RE Ah DM 
C C 


Ce déterminant étant nul, puisqu'il a deux colonnes iden- 
tiques, 
A — — c1e 
Aïnsi les deux déterminants donnés sont égaux et de 
signes contraires. 


204. On donne les deux déterminants : 


CRT PDC, CRT EU 

PAR  RET  EURCE ; HD EC ES 
= A 

1 AE NES PRES LP STOR 12 DDRM CITAU 

(PÉERP A N PRRRE HAL DECO 


Faisons d’abord passer à la première place la quatrième 
colonne de 4': 


Dre DEC 

À DEN US IEC 
2 Peine DNS TD ere, 
OR eb EC 


Soustrayons de 7 cette dernière expression de À : 


CM iRD RD, 
PE TM 0 
LES TINNU MC NET SES 


ARE EN C: 


A — À = 
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Donc 
| 7 Mori | 
205. b+Hce —a —a 
A=| —b c+a —b 
— € —c a—+b 
À la première ligne ajoutons la somme des deux autres: 
Ô ( ( 
A=| —b c+a —b 
—C —c a+b 
Donc 
A = 0. 


En effet, chacun des termes, contenant un élément de. 


la première ligne, est nul. 


206. b + © d d 
A= b2 + a b? 
| ci C & + b? 


De la première ligne on soustrait la somme des deux 
autres; puis on développe. On trouve 
10 0b ce 
207. “| m m(m + 1) 
A=|1 m+1 (m+1){m +2) 
1 m+2 (m+2)(m +5) 


On retranche la première ligne de chacune des deux 


suivantes. Puis on trouve 


Pine: 
208: 0 1 1 1 
1 —bc ca ab 
2 1 be —ca ab 
1 bc cœa —ab 


NE De AN Ne DEL Ne UMP) De 
LA 


(AS 
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Maultiplions la première colonne par abc, la deuxième 
par a, la troisième par b, et la quatrième par c; puis divi- 
sons par &b« chacune des trois dernières lignes résultantes ; 





2 : ae DCR ONG AG el 
le déterminant est multiplié DÉS na pe ae Er à 
(BUe 
1 —1 1 
nor 
Ti 1 —1 


Soustrayons la deuxième ligne de la troisième et de la 
quatrième, et réduisons au troisième ordre: 


a b C 


A= — abc| 2 —2 0 |—= 4abc{a + b + c). 
2 0 —2 
209. a, + mb, da — mb, 








dy + mb: > — mb, 


Ajoutons la seconde colonne à la première: 


d: d; EL ER mb, 


Ai? 





o (AP ro mb, 





Retranchons la première colonne de la seconde: 


(ND: 








210. Soit le déterminant 
a+ bi a+b ai+b 
A OU NN MN ER ON NT D EE 
7 1 1 


On soustrait d’abord la deuxième colonne de la première 
et de la troisième; puis on réduit: 
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MS bi = Eat a Et ; 
A= — en — — Zab(i— 1ÿ = 4abi. 


211: d+a—a b+Hb —0b, c+c—c; 
A= | ata—e B+b-b} G+a a 
hdd bb —b G+a—c 


\ 


Ajoutons la première ligne à chacune des deux autres: 


di + ds — ds b, + b; — b; Ci + Co — C3 


1= 2a, 2b, 26, 
24, 2b, 20: 


Mettons hors barres les facteurs 2 des deux dernières lignes, 
puis retranchons de la première ligne la deuxième et la troi- 


sième : 
— 3 —Db; —0C; GE DAC: 
AA D ON CSA Pb NC 
&: b, C: UE b, C3 
212 dy tin +iyi—jn mi —iyi —ÿjs 


A=| Lot iÿs fre Lo Yo — ÎRe Da ÙYo — To 
T3 2 QE FD Lit sf Us Us 18 


On ajoute la troisième colonne à la première, et on la 
retranche de la deuxième : 
Li Yi Di — 1Yi — JA 
2 D DR NE el 
T3 QUE L3 D d OJE — 933 


On soustrait la première colonne de la troisième, ot l’on 
ajoute la seconde : 


Li Yi Zi 
A Au NUE 
T3 Y3 33 
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HO: 1 J 
A—=\ |" 197 L6N "43 
BTS SAN IS 


Si l’on soustrait la deuxième colonne de la troisième, on 
trouve 


IE 1 
sifees S1 $ J == \() 
1 NAN 21 
214. LOL EU 
2 PTS ES 6 LE 
À AO AUS 


Retranchons la troisième colonne successivement des deux 
autres : 





(De RAT 
F9 fee M AE NE ME : 4 
IREURENS: 
215. RAS 
CHEN ENS A 
2 ON 


En soustrayant la seconde colonne de la troisième, puis 
la première de la seconde, on trouve 


== 0. 
210: LED ES 
19 Men 78 MANS VAR 
UV OS TO 


En procédant de la même manière que dans l’exercice 
précédent, on trouve 


217. 
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Si l’on procède de même, on a 


1020) 
218. 1H OETE NM 
AIN PONS 
102 Mal 


De la première colonne soustrayons 3 fois la troisième 
(n° 88): 


ANRT 

219. GT L SEE 
AE NOTION 

DR AA TRUE 


Retranchons de la première colonne et de la deuxième 
respectivement 2 fois et 3 fois la troisième: 


9: PORN 
A—=\ TEA UE 

TDARRE DS 

290. pee 
A2 ADD ST ENG 

DTA NTT 


\ 


Ajoutons à la deuxième ligne et à la troisième respec- 
tivement 5 fois et 2 fois la première: 


ARTE 
A=VEAT OS IN ENET je 4 
7007 
291. SR DAMES 


A = 1) "29 400RT2 
FOULDANULO 
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Les éléments de la deuxième colonne sont divisibles par 
2, ceux de la troisième par 4. Effectuant ces divisions, on a 


DUR 
19 |R200 20785 
DONS TUE 


Maintenant on retranche de la première colonne et de la 
deuxième respectivement 5 fois et 6 fois la troisième. 





RO 
A1=S$8 H £ 3)=8.8.8) 7 
1503 4 4 
299. FÉORETT 
DES NE 
TUE 
RE 
HET E 
FRA UNT 


On fait d’abord disparaître les dénominateurs. Pour cela 
on multiplie la première ligne par 12, la deuxième et la 
troisième par 60: 

CEE 


: PARA I ONE 2 


1==—— 
DORE EMI 


On peut retrancher 3 fois la première ligne de chacune des 
deux autres. En développant ensuite, on trouve 


1 
dE 43200" 
220: T2 0 5 
AE De Æ re) 9 
F8 HN RTE 
RU ANS ENT © 


140 OPÉRATIONS 


Retranchons 2 fois la première colonne de la deuxième 
et de ‘la troisième, et 5 fois la même de la quatrième, et 


réduisons : 
BOURSE: Reset | 
A=| —3 —1 —1 
) 1 2 
294 10° YI2NSA1P » 


11500 70803 PR 
DOS ITS AUULE 
2I So 010 
Retranchons de la première colonne, de la deuxième et 


de la troisième respectivement 2 fois, 3 fois et 4 fois la 
quatrième : 


O0 —5 —4 5 

ELA D AO 

Lis J MOULE 

SOS TON AE) 
225. à EM PE DÉS 
PT ER ONU 
ET HN LNE0 Mel 
AU RL 


Retranchons la quatrième colonne de chacune des trois 
autres. On trouve en réduisant: 


Ô DT 
li 0 —1 1 
— 1 ( Le 
226. — 1 fl 7 COR à 
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A 


Ajoutons la première ligne à chacune de trois autres. 


On trouve 
(089 209 
A NE ON OP N ETT1E6 
DA PER) 
221. ÉEA15x 14 


FU NU NEMET 


carré magique des 16 premiers nombres entiers. 
On peut soustraire la quatrième ligne de la première, 
_et la troisième de la deuxième: 


— 12: 119 12 —12 1 —1 —1 1 
4 —4 —4 4 1 —1 —1 1 
à 2 = ë 4 = (/, 
4 CL OLA LL É CLONE LINE) G 
15 DR ete LO 1 3 2 17 
228. LORS EIN SO 0 
FF 1 —1 0 
1 (g) Ô L 1 —1 
— 1 (ÿ) Ô 1 1 
1 —1 (U (g) pi 


Ajoutons la première ligne à la quatrième, et retran- 
chons-la de la cinquième, puis réduisons : 
EDS EE | 0 
LU LA 
Du ; RUES 
A SE AT 

En soustrayant la première colonne de la seconde, et en 


l’ajoutant à la troisième, on obtient 
3! 1 —1 
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299. MP Re 
EAN ES OÙ 
AE Can RS ONE 
| 1 UMA si 


On ajoute la quatrième colonne à chacune des trois au- 
tres; puis on fait faire un demi-tour au déterminant : 


| —À j OU 
CNRS RENE I) 
ds 4 21 —5 -—9 
—4 18 —17 19 

On ordonne suivant les éléments de la première ligne. On 


trouve 
A1 =AOETS 2: 


J2 


230. | 12 17 24 
BL NS) 55 AE 
FAL2A ASS ENS 





| 27 SOS RAUTT 


On divise la première colonne par 3 et la deuxième ligne 
par 7. Dans le nouveau déterminant on retranche de la pre- 
mière ligne, de la troisième et de la quatrième respectivement 
4 fois, 8 fois et 9 fois la deuxième : 


OS A NARR 
HS OT EN SES ER OR 
4=2|, 4 ,|=1660. 
DB RE RES 
231. IST 1 1 1 
1. IBDÈ ES MO AI 
A=|1 $ .6 10 15 
1 MAN 08202 
1H T5 SO 


we. 
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Si l’on soustrait la quatrième colonne de la cinquième, 
la troisième de la quatrième, la deuxième de la troisième, et 
enfin la première de la deuxième, et qu’on réduise le détermi- 
nant au quatrième ordre, il vient 


AE 
TE 10 
4 10 30 35 








l 
} 


En retranchant encore chaque colonne, à partir de la troisième, 
de la suivante, et en réduisant, on a 


ï RE 
AS AR 
GER LO MEL 


En procédant une troisième fois de la même manière, 
on obtient 





TL 
Le 4 SE | 
230: TONNES IE 14020 
UE NE LE 
CICR ARR CRE 10800 Et 
TRUE D ME ÉATIOTE ST 
HR D ARE RE COR S 


carré magique des 25 premiers nombres entiers. 

À la première ligne on ajoute la somme des quatre au- 
tres; tous les éléments de cette première ligne deviennent 65, 
qu’on peut mettre hors barres. Dans le déterminant obtenu 
l’on ajoute à la première colonne la somme des quatre autres, 
et l’on obtient 


1109001 
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Retranchons 13 fois la première ligne de chacune des quatre 
autres; réduisons le déterminant au quatrième ordre; puis 
mettons hors des barres le facteur Ÿ commun aux éléments 
de la troisième colonne, et le facteur # commun aux éléments 
de la quatrième ligne: 


Soustrayons 2 fois la quatrième colonne de la première, et 
ajoutons 2 fois la même colonne à la troisième; puis rédui- 
Sons : 


—7 : 2 l 
A= 7800 | —11 1 —7 
J1 —1 —15 


Soustrayons deux fois la deuxième ligne de la première, et 
ajoutons la même à la troisième: 


PU 
A 7800, ETDTEET 
20 0 —20 
AO 
— 1600102010 = 165000. 





233. On considère la suite des nombres 
DELSA T IN LEURS 
tels que le terme de rang n, 
D SN nn Le 
Trouver la valeur du déterminant formé par neuf termes consé- 
cutifs. 
Prenons les neuf premiers termes: 
0 1 ÿ 
HN NT NAT ES 1 
RAD AS AE 


di RUE PE RUES 
fl L “ T2 | AN 4 
t'ai 2 * 
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Soustrayons la deuxième colonne de la troisième, et la 
première de la deuxième: 


RS ONE 
SES ANT 
63 64 128 


Si l’on divise par Z la troisième colonne, on trouve que 
le déterminant est nul. 


Il en est de même du déterminant de neuf termes consé- 
cutifs quelconques. Il en est encore de même du déterminant 
formé par p* termes consécutifs. 


234. —à a a a 
De D CE OC 
AMNETTEEeTO 
TRUE 
"1 TIM a ENEC : 
i HE ee ln 
ARC US AE NE 
HOTTE. —1 
D'où (exerc. 226) 
D NN 
230: RE ET D | 
7. 10% 0 C. b 
CAL OA 
HE DEEE (a 


On retranche d’abord la dernière colonne de chacune 
des deux précédentes. On trouve ensuite 


A = & + b + © — 2ab — 2bc — Zca 
— (a — bÿ + (b — cP+(c— a) — À — b — 0. 


LEBOULLEUX, Déterm. 10 
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236. ORALE ERP 
1 —1 deb 

as 1 PÉAREETONMNE 

1 b c —1 


Soustrayons la quatrième colonne de la deuxième et de 
la troisième, et réduisons : 


1 —(1 + b) a — 0 
ol a—c —({1 +0) 
1 b + 1 c+1 


= À + D + cc — 2ab — 2bc — 2ca — 2a — 2b — 2c — 3. 


2317. HN 1 L 
GARE LIST 6 NT L 
FDA NET LC ES 

LANERT PARA ns pète 


Retranchons la première ligne de chacune des autres. 
On trouve 


À = abc. 
238. 14 0 1 La 
Fe # 1+7y él 1 
RAP Per 7 HERO 
1 1 1 1+v| 


On soustrait la première ligne de chacune des trois sui- 
vantes : 





L'ÉCRIT 

PPS CAE) NUE 
de 0 x 0 
—x. 00 & 





Faisons faire un demi-tour au déterminant; nous trouvons, en 
développant, 


A = zy30 + days + yzo + 30ù + vxy. 


SR TE Re à 
| A 


18 70 Le à 
or À ES 
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On peut multiplier les quatre derniers termes respec- 


CEE 3 
tivement par —, —, nl —, Il s’en suit que 
DÉMLAN YA 


L Z ne 
239. æ a b+c 
A=|x bb c+a 
æ CC a—+b 
Ajoutons la deuxième colonne à la troisième : 
14 b+c+a RG 1 
A=x|1 b c+a+b|—/a+b+c)x|1 b 1|—0 
1 ec a+b+e HA CNT 
D bb 
AT (LTD SR DEC 
CAD RE CRE 


KRetranchons la première colonne successivement des trois au- 
tres : 


ou a ne PP Lun 
2 EN ee Re —a(b—a)| 1 b—a c—a 
a b—ab—ac—a 
1 c—a c—a 
dd b—ac—ac—a 


Or (exerce. 198) ce dernier déterminant est égal à 


LADD ED 
TARDE = (DE c}": 
TS CNEC 


Donc 
_A= a(a — b) (b — c}. 
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241. 


D'Or 
20e SON ED 
Énite DAC 
d'A U0RCOUt 


Soustrayons la première ligne de chacune des trois au- 
tres; puis réduisons : 


1 b—a b—a LS D END 
A=a(b—a)}| 1c—ac—a|—a(b—a)| 1 c c 
1 c—a d—a LCR 
= 1a (0 (CD HUE a(æ—b)(b —c)(c—d). 
— 0 a)(c 2 b 
2492, LL 
24) 0 CE 
CL 0 


En retranchant la première colonne de chacune des deux 
autres, et en réduisant, on à 


c—b a—b ï 
PORN EAU AE dt + ab + ac. 


L5 Le 








L 1 18 x 
in ae RS Ce (CR D 


expression toujours négative, qui s’annule dans l'hypothèse 


a = b — C. 
243. 


À la première colonne on ajoute la somme des deux 
autres : 


LH 0 DAC 
A=(a+b+c)| 1 c a 
L SGA 0 
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Ce déterminant étant le même que le précédent, on a 


1 : 
A=— {a+ b + 0 fa — D + (b — 07 + (0 — a] 
244. a b c 
A=|b+ce c+a a+b 
b—c c—a a—b 
On ajoute la troisième ligne à la deuxième : 


| a b C ab 
HE b c a ve MORE C 
b—c c— a a—b CHE 


SX & © 


Donc (exerce. précédent) 


A= (a+ b+c)f(a — D + {bd — cp + (c — af]. 


245. TRUE CU 
MR 
AE DRE CO 
CRE SR 
CHAR D 
Multiplions par abc la deuxième ligne et la troisième: 
RDC Gb er 
A= ——| ac, ab, bc |[—-——| ca b 
LH ab bc ac Re C «à 


En changeant de place la deuxième ligne et la troisième, 
on trouve un déterminant précédent (exerc. 243), au signe 
près. Donc | 

mar 3e d ae C | 2 Ma le EAP | | 

A CET (a — D} + (b — ©} + (c —a) 

246. Fin 


KR 

(= 

Lo] 
SFR EE | na 
SR 8h | 
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On multiplie par a*b*c? la seconde colonne et la troi- 
sième : 


1 al CNED 1 LESC D: 

DEEE 2 p012 V1) 2 2 
been IN A ere c 
CD CT CIE 13 DRE 


On développe facilement ce déterminant. Mais il est en- 
core plus simple de le rapprocher de l'exercice 242. Si dans 
le présent déterminant l’on change de place les deux dernières 
colonnes, il aura la même forme que celui-là. Seulement les 
éléments y seront à la seconde puissance, au lieu d’être à la 
première comme dans l’autre. En tenant compte de cette 
différence, on écrira immédiatement le développement: 


ul 
2 (et — 6) + (Et — + ce — a | 


241. 


S nm S Ki 
NS NN S 
XX O SR 


RS PSS LS 


Soustrayons d’abord la première ligne de la troisième et 
la deuxième de la quatrième. Il viendra 


C— a p—m 


A= PHP —(c— a)(qj —n) —(d—b)(p—m). 
248. RENE re 
OST TOEL 
ie EU REC HEEE 
HATES ET NT 


En procédant comme dans l'exercice précédent, on 
trouve 


A= (a — c)(b — d){b — a + d — 0). 


EXERCICES 151 


249. 


dt AC 
DE EAMC 
Monle Pe 
LAC DE 


À la première colonne ajoutons la somme des trois au- 
tres; puis dans le nouveau déterminant retranchons la pre- 
mière ligne de chacune des autres, et réduisons : 


a—b d—c c—d 
A=(a+b+c+d)| d—b a—c b—d 
c—b b—c a—d 


Ajoutons la troisième colonne à chacune des deux premières, 
et réduisons : | 


OC 
A=(a+b+c+d){(a4+b—c—d)(a—b+c—d) 0 1 b—d 
1 1 a—d 


= (a+b+c+d){a+b—c—d){(a—b+c—d)(a—b—c+d). 
Le déterminant est décomposé en quatre facteurs du 
premier degré. 
250. D ARCS LRU 
Le DCR ALL 
LE u y —®© À 
PARCS AO 
On trouve, en procédant comme dans l'exercice qui pré- 
cède, | 
71— 
(—o+l+u+v)/(—-o+1-—u—7v) (—-o—}+ru—v) (-—o-—}-u+)y). 
Si l’on change les signes des termes des trois derniers 
facteurs, le produit se présentera sous la forme 
li —= 
— (—o+2+u+r) (o—2+u+r)(o+1—u+v)(e++u—v). 


152 OPÉRATIONS 


251. TNT 
NE arte: 

dora D 4 

1:71 

er 

DET DPI sa 

C 

FRET PME RES | 


Multiplions la première ligne par a°, la deuxième par 
b°, la troisième par c: 


LS 

à 

S 

[e] 

S 

[ie] 
CACAOTES 
RE RU RQ 


Mettons hors barres le facteur & commun aux éléments de la 
première colonne; puis retranchons la quatrième ligne de cha- 
cune des trois autres, et réduisons: 


’ 0 & — D a— c 
ARE D — a (U) bc 


a(c— a) b(c — b) 0 


1 
=, (a+ b)(a— bF(b— c)(c — æ. 


252. ax + by ay by 
A = bx by DCE 
by ay ax + by 
Retranchons la troisième colonne de la première: 
MANU) by 


TE 0 b bx 
—ax à ax + by 


Si l’on soustrait la première ligne de la troisième, 
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1 ab 
= abry 0 1 x |—= abxy(2by — ax). 
—2 0 ax 
258: bb + ce ba ca 
1 ce ad -, cb 
ac be aa + bb | 
On multiplie les trois lignes respectivement par à, b, c: 
1 abb + acc aba aca 
1— re abb bec + aba bcb' 
acc bec aca +- bel 
On retranche de la troisième ligne la somme des deux autres: 
9 abb + acc aba aca 
A FI abb bee + aba  bcb 
SAR rt —_ aba 0 


Ajoutons la troisième ligne à chacune des précédentes : 


9 acc Ô acæ 
À = Pre 0 bec bcb' 
SR RE DL NÉ) 
CDS 
RO Abe Die 
LEE CE O0 °c b|— 4abcabc. 
eu DRE 
2) PAU 
ED D: 
HA CIE 


Soustrayons la première ligne de chacune des deux au- 
tres. On trouve 
b—a P—àÀ 


1 — — (b — a)(c— a) 


ET NN 1 


1 b+a 
1 c+a 








— (c— a)(b — a)(c — b). 
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DD: a b C 
7 Dome d b' c? 


b+c c+a a<+b 


On ajoute la première ligne à la troisième: 


(DT VC PROS LS EN 
A=(a+b+c)| à b |=fat+b+c)| a b c 
11 


1 bc 
On obtient donc (exerc. 254) 
A=(a+b+c)(c— a)(b — a) (c — b). 


206: a b+c bc 
TND En REC 
c a+b ab 


Si l’on ajoute la première colonne à la deuxième, 


G, 211 bc 
A=(a+b+c)| db 1 ca 
CHEN TLD 


Multiplions les trois lignes respectivement par a, par b et 
par c: 


& «a abc dal 
Pa AS Plat iu — 
abc ; ; 

CC abc CACHE 


Donc 
A=—(a+b+c){a — b)(b — c)(c — a): 
2040 d b? C 
A=| (a@+af  (b+axÿ (c+a} 
Sa+x? (b+x) (Pc + x 


KRetranchons de la deuxième ligne et de la troisième 
respectivement 1 fois et 4 fois la première: 


CO Tin © 
PR Rp 2 
S 

: 
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da? j b? c? 
1 2ax + cN2bx tr 2x Lx 
4ax + a 4bx+a 4cx + 


Soustrayons la deuxième ligne de la troisième : 


d b° MRC 
APN Er br Pr 2er + Tr 
a b Ô 
ad D? c? ad? b? ce 
POS EN 0 2 CO a 70 em ME D NE BP OR 
a b C DIRE DENAC 
d he: 2 a? b? c? 1 L 1 
= 9 pe EU TON LE SOS ARRET SD ER Dore 
GS ONE ab rc Gba, 


258. 


Retranchons la première ligne de chacune des deux au- 
tres, et réduisons : 

















_|b—ab—àÀ 1 P+ab+ 
1 — (h — es 
C—@ — (ee 1 é+ac+à 
Fe 1  P+abt 
ne 0 Gad Done 
| —(b — a){c — a)(c — b)(a+ b+ c). 
259. ET er 
ie A be 0" 
| HAN CANC" 


NUS LNV TA NA MR EN ET CT TR LME Fe IE LERES 
1 + ne we = +- 
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Retranchons la première ligne successivement des deux 
autres : 


b+a b + ab + à 
c+a + ac + 
b+a P+ ab+ 
c—b —P+a(c — b) 
b+a + ab + 
1 c+b+a 
— (a — b)(b — c)(c — a) (ab + be + ca). 

260. 1 k+mx 


AI EE RENAN 
1 k+mx? x° 


A=(b — a)(c — à) 











— (b — a){c — à) 





mn 4) ae de —b)| 


On décompose en deux déterminants partiels, dont le 
premier est nul. Donc (exerc. 259) 


Lo e 
AE MONET MEET 
TEE TC 


— mx — x)(@ — x')(x — x)(xx + xx + ra. 


261. | REY | FESSS l 
fr À HD 

Les 128 SE O0MPIC 

RE RC ART 


On retranche la seconde colonne de chacune des deux 
suivantes, et l’on réduit: 


TTC b° 
Rd CN RE SEE 
1 —P — 


| 
4 
4 
; 


On retranche la première ligne de chacune des deux autres: 





RC be? sl E LE CAEN DE PE OUT 
“ail vs d 5 
4? # 
» 
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— 2 © C— a — 1? 9 
A=— RARE opt = (© — à — PP) — 4 b?. 


= (C — à — b°+ 2 ab) (c° — à? — b? — 2 ab) 
= [® — (a — bŸ][Ë — (a +b?] 
—=(c+a—b){(c— a+b)(ce— a — b}(c + a+b),. 


On a ainsi décomposé le déterminant en quatre facteurs 
du premier degré. 


262. | a+b+c+ ma mb mc 
AE ma a+ b+c+ mb mc 
ma mb a+b+c+me 


On soustrait d’abord la première ligne de chacune des 
deux autres. On trouve 


A=(1 + m)(a + b + 0). 


263. (a + b> 0 c 
ie d” (b + c? qd 
b° b° (e + a) 


Retranchons la troisième colonne de chacune des deux 
premières : 
a+b— 0c 0 6 
A=(a+b+c) (0) b+c—a a 
b—c—a b—c—a +2a+ÿ 


De la troisième ligne soustrayons la somme des deux pre- 
mières : | 
a+b—c (l GE 


A=(a+b+c) 0 btc—a à 
—? 4 AC 2 ac 


— 2 abc (a + b + c}. 
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264. (AS MDN 
L'OUCEEeD 
Te DCE DENT 
C0 at v0 


A la première colonne ajoutons la somme des trois au- 
tres; il viendra 


LUE DEC 
ANS (TA TRE 
Ti Te LOC 
1 by aa KO 


Donc le déterminant est divisible par (a + b + c). 
Dans le même déterminant donné ajoutons la deuxième 
colonne à la première et retranchons les deux dernières : 


LED CRC be | SA TEL | 
0 DONC 0 RE nr EN EN 7 
TE b+c—ac0a Re AR  n LRÉCEE OMG 
c+b—aban0 150 200 


Par suite le déterminant est divisible par (—a + b + c). 

Ajoutant la troisième colonne à la première, puis re- 
tranchant les deux autres, on trouve de même que 4 est'divi- 
sible par fa — b + c). 

Enfin, en ajoutant la quatrième colonne à la première, 
et en soustrayant les deux autres, on voit encore que 4 est 
divisible par {a + b — c). 

On peut donc écrire 


A= (a +b+ 0 (a +6 + ca — b +0 (a +b— 0) 0. 


IL reste à déterminer (. 

Remarquons que le développement du déterminant et 
celui du produit des quatre facteurs trinomes du second mem- 
bre, sont l’un et l’autre du quatrième degré et homogènes ; 
ce qui nous montre d’abord que Q, facteur commun à tous 
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les termes du second membre, est du degré zéro ou numé- 
rique. Pour en trouver la valeur, considérons deux termes 
qui doivent être égaux de part et d'autre. Prenons par exemple 
dans le déterminant le produit des éléments de la seconde 
diagonale avec son signe; c’est + c‘ (n° 74), le seul terme 
contenant la 4° puissance de c. Le seul terme en c* dans le 
développement du second membre est — c«*Q. Ainsi 


ét eic 0! 
il en résulte que 


ee 


Donc 
A=—(a+b+c)(—-a+b+c){a—b+c)(a+ b— ec). 


\ 
De cette manière le déterminant donné est décomposé 
en facteurs du premier degré. 


2600! Th en LU UN URI IE 
A—\ Lt Y —Y 5% 
Valeo VUS EU RE TEE 


On peut élever l’ordre de ce déterminant au quatrième 
(exerce. 165): 


Si lon ajoute la première ligne successivement aux sui- 
vantes, 


ÿl 

La VE MO nr 
1% Ye Fe 
TONNES A 
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PAC 1 COS « 0 0 
COS œ 1 COSV  COSu 
Us 
(D COS 1 COS À 


0 COSU  COSÀ L 


Retranchons de la deuxième ligne le produit de la pre- 
mière par cos æ. On trouve 


sinæ COSY Cosu 


COS y f, COSAU = UV, 
COS COS AM | 
267. 1 1 1 1 
AT HE 1 COSY  COSu 
AT 1 cosy ‘} COS À 
1 cosu cosÀ 1 


Soustrayons la première ligne de chacune des trois au- 
tres, et réduisons : 


0 COSy — 1 cosu—1 
A=| cosy — 1 ( COS — 1 
COSu— Î cosi — 1 0 


= —2(1 — cos2) (1 — cosu) (1 — cos»). 


Or ; 
7. À 2 
1— cos) = 2$sin —. 
2) 
Donc 
LRO RE TS e I NS 

AMC SN EE NSIn EE sin Eee 

D 2 2 
268. 1 COSD COSP COS 
COS p 1 COSY COSk 
COSD  COSY 1 cos 1 | 


COSP  COSu COS L 


Divisons la première ligne et la première colonne par 
cos p: 
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S 1 1 1 
COS” p | 
CRE 1 cosy cosu | — 


1 COSY 1 COS À 
ONE COS LACS ER 


gp 1 1 1 
47 O 1 cosy cosu 
ROCCO DEN ILE cos 
OMScos eos 20 "1 


1 COSy COSu 


= DRASS 1 cosÀ | — 16sin° À sin? 9 


COS  COSÀ 1 


tÿp+1 1 
O+1 1 
OL 1 cosy 
OF Trcosu cos2 011 
1 t 1 
j: 1 cosy cosu 
PP COS NME COS À 


Î1 cosu cosÀ 


Résoudre les équations suivantes : 


169. dx + du 0, 


Ci 


&x—+d D 
a;x + d; b:; 
On décompose le déterminant : 
TROT OC: 4, 
x| A 0 CG + da 
3 b; C3 da 


270. 


Si l’on soustrait d’abord la première ligne des deux au- 


tres, on trouve 


b, Ci 
D: cs 
b; C3 


(x — a)(x — b) = 0. 


Les racines sont « et b. 


2e æm—+8a 2b c 
x + 2a ONF =0, 
SN E 


LEBOULLEUX, Déterm. 


COSY COS u 


EU 
sin? — 


15! 
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On décompose le déterminant : 


xæ -2b C DUT D C 
ON D O|+ MALTE) (o) 
DA 1 GRR 2 0 


— (ac — 2°) x + 28° c — bc — Lab. 


21 a+a;x+a x db « 
a Fax Han D © |—=0. 
a ta;xz+a's;a b, € 


En décomposant le déterminant, on a 


MR DIRES LUNDI: 
U 2 LA nr 

d De Ce +zx| do be EMEA CRT ARCIE— 0, 
, 14 

ds Ds OC: As Ds cs CAT OT 


ou, dans une notation abréviative (exerce. 200), 
[abc +labc|zx+]|abc|—0. 


273. Le T ab — xcosg 


0: 
ab — xcosÿ DT 


Ayant décomposé le déterminant, on trouve, réductions 
faites, 


a sing — (@ + b°? — 2abcoss) x — 0. 


D'où 
2 2 
u rr (#2 b LR 2abcos 9 
LT — 0, NE D tab ee COCOËEs 
Sin 9 

274. DSTI 
ATEN $ 
HILASLEMGATEO 0. | 
4 4 à ZX 


KRetranchons la quatrième colonne de chacune des trois 
autres : 
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T— 4 0 0 a 
0 0 T— à 0 a 
HS 0 0 Æ—@ à 
G—X Q—T a—T x 
1 0 0 a 
0 1 O0 a 

dd à En 3 
AE PUS A 
10 1, 11% 


Ordonnant et développant, on trouve 
(@ — a} (x + 3a) = 0, 
On voit que trois racines sont égales à a, et que la quatrième 
est égale à — 3a. 
275. 


a © & & 
œ DS à & 
QUES 
RE ES 


À la première colonne on ajoute la somme des trois au- 
tres; l’équation devient 


mtatkb+e «a b oc 
a+r+c+b x c b se 
DE CR SO NE CT ea UN 
Gr bat, ba, 


et son premier membre est divisible par {x + à + b + oc). 


En ajoutant la deuxième colonne à la première et en 


retranchant les deux autres, on trouve que le déterminant est 


aussi divisible par (x + a — b — c). Si l’on ajoute la troi- 
sième colonne à la première et qu’on retranche les deux au- 
tres, on verra qu’il est divisible par (æ — & + b — c). En- 
fin l’on reconnaît qu’il se divise par (x — a — b + c), en 
ajoutant la quatrième colonne à la première et en soustrayant 
les deux autres. ) 


PR OR PT? LEUR A ou at 2,2, m 
Fee PR TS 0 D RUE FRS 
ART (108) ARE LER 
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Il suit de là que le premier membre de l'équation est . 


divisible par le produit 


(x+a+b+c)(x+a—b—0c)(x — a+ b—c)(x— a — bc), 


et qu'on a 


LEE D 20 
LEE CD 
HÉRCU TE G 
CA DST 


—=(a+a+b+c)(ata-b—c)(x—a+b—c) (a—a-b+0 Q. 


Or le déterminant et le produit des quatre facteurs poly- 
nomes du second membre sont l’un et l’autre du quatrième 
degré. Q est donc numérique. Par conséquent 


(x—+a+b+c) (m+a—b—c)(x—a+b—c)(xæ—a—b+c)=0. 


L’équation donnée admet ainsi les quatre racines 


æ —=—(fa+b+c), à —=—-at+b+e 
Dr a—b+c, à = a tb Ce 
Résoudre les systèmes suivants : 
276. (a + b) x — (a — b) y = 4ab 


(a —b) x + (a + b) y = 2(0ù — b?). 


Le dénominateur commun 


a+ b b—a = (a+ b} + (a— b} = 2(à + b). 


re a—b b+a 








4ab b— a 
2(@ — db) a+b 


— 2 {a+ b) (à + b?). 


x.=| 





2ab b— 
=2a+v) 7, ie 





Vrie a + b ab 
FOR ED PO CES 


y 


n) = 26e 2h) (a 4). 





eg ml DO) de NT 


ame tie At fe 


 NBT 20 
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277. (ar Hd) (x — a) +(Br° + Ô cos 3) (y —b) = 0 
(Br° + d cos g) (x — a) En Gr° + ô) (y — db) = 0. 


Ce sont deux équations homogènes en (x — a) et (y —b). 
Eliminant ces variables, on obtient la relation de condition 


ar + 0 Pr” + 5 cos 3 

















Ve Pr” + 5cos9  yr° +o 
A ,| a Cosg SU 
11) 8 | + 0r | 8 1 + dr OS à 
1 COS 4 
2 
ar COS 9 1 








= (ay — 6)" Hd (a y — 28 cosd)r° + S sin s. 
278. On a le système général 
ax + by —=c 
axz+by—=c'; 
on y remplace x par æ + Ày, ety par y + ux, et l’on demande 
quelle est la condition pour que le système ainsi obtenu ad- 


mette les mêmes solutions que le système donné. 
Les nouvelles équations sont 
(a + wb)x + (Aa + b)y —=c 
(a +ub')x + (ia +b')y =c. 
On légalera les deux valeurs de x et les deux valeurs 
de y, tirées des deux systèmes, 
Cherchons d’abord les valeurs du dénominateur com- 
mun 4, de Nx et de N,y, tirées du second système: 


a Lub 24 +b 
a nu ub 14 + b 
En décomposant ce déterminant, on trouve des déterminants 
partiels nuls, et il reste 


AE 








J 


1 lo Fa ; [Ua 
(FER) 
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AU CORÉEN D CPR PRET GW 
NE c 14 + b' =: c a + € 1 
_|a+ub c da cC DAC 
PAST OS ou Date lon) PE A4 bc | 

















La valeur de x, tirée du second système, est donc 














à a ÉD 
CEA: ae FN 
LE ZE ———— 
MR 
À 3 | (1 — Au) 
Tirée du premier système 
ce db 
L'HAUD. 
es AURA 
DD 





Egalant ces deux valeurs de x, on à 























; Se 1 E 4 Ne 
Cana CAPE co 0 CR 
TO NE NE CUS OCT RE RE à 0 
De là 
CHE 
EUR 
es LATE b | 
C b | 





On trouve aussi, en partant des deux valeurs de y, 

















C ie be la c| bc i 
AC: RARES ler | DANS | 04 POP 
1202 4 1 LT RE Ne 


Eh en 7 je: 
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D'où 
b oc CAO 
Vu c € b | 
TER LRO FU RER 
AMEN E a | 








Des expressions de w et de À on tire 


AU 
C’est la condition demandée. 
279. HONTE 
GE My ED 
+ y+m=c. | 
LE EN ATEN | 
"1 = 1 mm 1 
AE MIE 


Soustrayons la troisième colonne de chacune des deux 
autres, puis ordonnons par rapport aux éléments de la pre- 
mière ligne : 


FOREST ARE (0) m — 1 
a=in— 1}, ê WE 1—m 
— (m — 1} (m + 2). 

CUS EPA T 
INR D Er Late 1 
COLE 


On soustrait la troisième colonne des deux autres, et 
l’on développe suivant les éléments de la première ligne: 


b— 1 m— I 
C—m 1—m 
— (m — 1)(ma + à — bd — c). 

On tire de là 


Aa 1) rs : 


nm US IA! 











A ma+a—b—0c 
7 (m—1)(m +2) 
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On obtiendrait de la même manière les numérateurs de 
y et de 3, et par suite les valeurs de ces deux variables. 
Mais on peut remarquer que, quand on passe d’une inconnue 
à l’autre, les premiers membres des équations données sont 
exactement dans les mêmes conditions relativement aux coef- 
ficients et aux signes. Ces considérations de symétrie per- 
mettent de déduire les valeurs de y et de 3 de celle de x 
au moyen d'une permutation circulaire des lettres a, b, c 
(n° 52). On trouvera ainsi | 


_ m+b—c—a 
7 (m— Tim +2? 
meet 


Te CPE 2) 
280. en NE og po Ace 
x + aby + 2—=1 
a + by + az =1 

a ub LI due LV 

ALL GENAN EDR a 

LPS DEN LR 


On a donc (exerce. 279) 


A—=b(a —- 1} (a + 2) 
Ë JA 
N,=0bI|1 a 1|=b(ÿ+1—2a)—=b(a — 1). 
E LOT 








+ sv 
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A 


Si l’on fait faire un demi-tour à ce déterminant, on re- 
marque qu'il est égal à celui de N,.. On le reconnaît d’ailleurs 
à la seule inspection des équations proposées. Car en effet 
les variables x et 3 y sont dans les mêmes conditions par 
rapport aux coefficients et aux signes. 


On tire de là 








1 1 
nn 0 bat) 
281. PO ENRU Il 
COR CHEN DE EN 
DRE byERiae EU, 
TRUE ad 0 fl 
A=|au ce b|—(b—a)|a c—a 1 
DE b O  —1 
— (a + b)(b — a) (a — c). 
1lab |  , 
N,—|\1 cc b|—(b—a) — (a — b) (c— a). 
1  —1 
TD Pc | 
AE 1 
__a+b 
(OMAN ED 
INR GRADE 0 
b 1 a 
Vo 


On trouverait la valeur de 3 par le même procédé. Mais 
on peut remarquer que dans les équations proposées z se 
trouve dans les mêmes conditions que x, pourvu qu’on per- 
mute les lettres a et b. Donc 


1 
a + b 





NE 
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282. _ br+ay+ée=1 
ax + y + az =" 
ca + ay ++ be = 1. 
D'ARGENT, IMG DEC 
A=|a 1 a |—(P — à) OSSI G 
DATE De —1 à 
= (b? — ©) (0 + © — 20). 
sue |1—a a —À | | 
N 100 = nn al= 9-6) 
1 a 
ou nt 
 BP+HË— 2 
BTE 2 ARE 
NV a TOR Se, “he 
CAS 1 AE) 








== (b° — )(b° + © — 2a). 


be — 2a 
L/ res PL ce — 2 
DC SE 
INR TENE À 1 
CRUEL 


Ce déterminant est identique à Nx, comme on le con- 
state facilement en lui faisant faire un demi-tour dans son 
plan. On pouvait d’ailleurs le voir a priori en remarquant 
que dans le système donné x et z se trouvent dans les mêmes 
conditions. Donc 
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RE LE PH — 26 










MS 
DÉS ri 


7h où (exerc. de 















nd 
À 
4 à 
UE à ve 
a * 


RMS 
EN 


EXEROICES 
dx + ay + 2 = 0% 
bx +iyti=t. 
MODE CUT c 
Lea Ne 
= AU 


2 


ni 
© 
Q 


= PTE 

HE DSC 
bb? 
C 


c 


N,—=|1 
f 


bo lab lc) 


z=a+b+c. 


Ni © Done (exerc. 259): 


N, = = — (a — b)(b — c) (c — à) Cab + be + ca). 


y = — (ab + bc + ca). 

| 17 ae 
CE 0 CAL LIN DT DE 
crc |. NE ANR Ce 





UC: 


IC. 
x + dy +az=]1 
ba + by + bz = 1 
Cr y + ce—= ll. 

VENTRNUS 
= abc |1 
1 


CNEC 


DATE? = abe(a—b)(b—e)(c— a). 




























Au moyen de Changements de colonnes, ce déterminan 
4 devient égal à celui de 4. Il suit de là que | 


1 


ee 
ee 











abc 
: ANT HER 
7 N,—|b 1 b|——(a+b+c)(a—b)b—c)(c—a). 
À CHIC, ; 
USE G EAU TS OS 
gs abc 
à TE. ee SAS 
À N.—=|1 0 b|—(a—b)(b—c)(c—a)(ab+bc+-ca). 
Len CAM CA 
__ ab + bc + ca 
4 abc 
nr 285. ax + by + ce = b + c | 
ne bx + cy +az=c<+a 


RAAAPR Eat JR 





RE n? An { 


AN LS 
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Pt 


". À 


SAS 







On trouve de même que 


“à, 23 


Le 





F: AE à 
_ 286. bytes = a+b+te à 
EC ax + by + cz = à + D + à ni 
8e  bx Æ cy + az = ab + be + ca À 
| Re 3 
Na Dire È 
DC " 
a+b+e 1 1 
N,=| + + b c 

ab + bc—+ca ce a 


Multiplions la deuxième colonne par b et la troisième 
_ par c; puis soustrayons les deux dernières colonnes de la 
‘à RÉÉMBE è 


ne 


CRUE a A RES, GS Fes Ê re RE CT 
PS OR CE LPS TASER RE EE 


sr 
res, 4: 


1 LDC JS el 
PE D MD MC = et CN 21: 
bc x 


& 
S 
S 
© 
S 







On procède d’une manière ARE pour obtenir N, et 
N, et l’on trouve 








y Ib, —.c 


287. B+y+e—0 

O+c—a)x+(c+a—b)y+(b+a—c)z=0 
PR, + ce (b — c) + b°(c— a) + (a — b). 
1 DAS 1 
=| b+c—a GREC D b+a—c 


d b? c? 
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On soustrait la première colonne de chacune des deux . 


autres. Puis on trouve 
A= 2 (a — b)(b — c)(c — à). 
N,= 2(b — c) [a (b — c) + b° (ec =- a) + (a — b)]. 
On tire de là la valeur de +. 


On obtiendra de la même manière la valeur de y et 
celle de z. 


288. (4 —214)x+(B—2B)y+(C—1C)2=0 
À'x + B'y + C'z —0 
A x + By +C"z—=0. 
Trois équations homogènes à trois inconnues. Si elles 


doivent être satisfaites pour un même système de valeurs de 
æ, y et 3, il faut que leur déterminant soit nul: 


MAR PROC 


de À” PB: CS —(AB"C")—2(4 BC) 
AS DA C” 
D'où 
: de (AB” 02 
EE (AB C5 
289. C+ 4x + By —=0 


C+ 4x + By —0 
C+ 4x + By = 0. 


Equations homogènes en C, À, B. Pour qu’elles soient 
compatibles, il faut avoir 


TP) 
L'ÉCORTAT ES D) 
ADN ANUIE 


Soustrayons la deuxième ligne de chacune des deux au- 
tres, et réduisons : 
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US A ON AR AR — () 
AE Per 
D'où 
LRO EE Ua à M TE 
Waneau Li 


On reconnaît l'équation d’une droite passant par les deux 
points donnés (x',y), (x ,y). Cette équation exprime en- 
core la condition pour que les deux points précédents et le 
point (x, y) soient situés en ligne droite. 


290. Soient les deux équations du troisième degré à une 
inconnue : | 
ax” + bé + cx = d 
Gr bd CE: 
Supposons qu'elles aient deux racines communes; cher- 
chons ces racines. 


On peut mettre ces équations sous la forme : 


Ça + bx +c)x—=d 
(ax + bxtc)z—=d, 


et les considérer comme des équations linéaires à une inconuue. 
On a dès lors (n° 11) l'équation 


M ax + bx+c d d 
la +brxte d d 


= alé gletle g 











,. 








CRE 
? 


qui donne les deux racines communes. 


291. 2ÿ" + 9xy — y — 12x — 12 —0 
j + Say — y — 7x — 5 —= 0. 


On peut écrire ces équations sous la forme suivante, 


2 r_°p/ 12 
parce qu’elles ne sont pas vérifiées par les valeurs y — TE 


y — _ et qu’ainsi les coefficients de x sont différents de 


Zéro : 



















176 | sn trie 4 
(9y — 12)x + 2ÿ — y — 12 —=0 
(Sy Pay y 0 = 0 


Ensuite on les considère comme deux équations linéaires à 
une seule variable, æ. Dès lors on a | 


9y — 12 DER Te 


Su re id ROUE 


De la première ligne soustrayons 2 fois la seconde: 


OR —y + 2 y mt 4 
PO ee M Re | 
== ; : —=(y — 2)(— y —4 +19) 
4e y = 2. 
2° ÿ + 4y — 12 = 0; doùy = 2, y" —=— 6. 


On obtient ensuite 3 
3 £ Es 2 | F5: 
Gi DV Le EG AE te 


ne = a + Bcosa + y cosb 
D 
C 


A a + BL ycosa 


F= a cosb + Bcosa + 7. 


Supposons qu'on ait à éliminer et y entre ces trois 
équations; on considérera ce système comme trois équations 
à deux inconnues, et l’on aura (n° 80) | 


tete cosc  cosb 
4 | = + acose 1  cosa |—=0. 


— + 0050 cosa 1 








WA He - EXERCICES 


_ En décomposant ce déterminant, on obtient 





| 1 cosc :Cosb L À cosc cosb 
œlcosc 1 cosd | D B 1 cosa | = 0. 
COS D COS AN C cosa 3 


293. Trouver le point d’intersection des trois places: 
; Az + By+ Cè+D —=0 

Ax+ By + Ci2+D —0 

À'x + B'y + C'z+ D —=0. 
Les coordonnées du point d’intersection cherché doivent 
vérifier simultanément ces trois équations. Cherchons d’abord 
_ la valeur de +. On peut considérer ces équations comme un 
système de trois équations à deux inconnues, y et 3. Elimi- 
nant ces variables, on obtient la relation 

HT DID REC | 
DNA EDR BA CRI (ABC Dr + (DB:C): 
6 An DER QE 


CD BIO 
ANA CR BIOS 


Le dénominateur de cette valeur est le déterminant des 
coefficients des trois inconnues; et le nnmérateur est la va- 
_ leur que prend ce déterminant, quand on y remplace les À, 
coefficients de x, par les 1), termes connus. 

On procédera de la même manière pour y: 


BUS ED RATE C 
BD A C |—0. 
: BE DEAN EC 


ACDC) 
CE IP UC) 


LEBOULLEUX, Déterm. 12 


fe AA 





PEL ri CR + , L £ a 
AI Q nt Dé FC «Fe £ NE è é -É:2 AR; M BON if 
th M er 2 ACTE En UNE SDS DES ‘à et a he FAO RE ES ORNE CA Ne 2 2. LR "A AN ,, Mi 
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On trouvera enfin que 
re (4 BD”) 
(ABC) 


f 




















294. Trouver le point ou la droite 


RER ED 
A bat 


perce le plan 
Ag =" By E C2 D—0% | 
Les coordonnées du point cherché doivent satisfaire à la 


fois aux trois équations TE 


is CE DEP AE BYE 0 


AR ED) D UPRNOIRIE EC) 
en dal y E 


à deux inconnues, æ et y. Eliminant ces variables, on paca 
l'égalité à . 


ê 108 oePAUEE 
. —d@è—p 1 0 !|—=0. 
—bz— aq 0 1 


_tient 


Ap + Bj + D 
Aa + Bb + C 


# — 
Y ee 


On trouve ensuite 


HA RE TER Re LeBi+D)=p(B+O 
Aa +Bb+O0 Nr ARBRE 


16 LL bGp+ D) = 
“4 4 Aa + Bb + C 
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; 3 295. Soient les bo droites 


ie en it 
Vi UE ET 
Leu 

pass b'e + q'. 


Supposons qu’elles se rencontrent. Alors ces quatre équa- 
tions sont satisfaites par un même système de valeurs des 
_ trois variables, c’est-à-dire par les coordonnées du point d’inter- 
_ section. Elles doivent donc être compatibles.  Ecrivons-les 
| comme suit: | 


er + az+p —=0 
el tt me 
—% + az + p'—=0 
D 0 Eh 0 
| Eliminant x, y et 3, on en tire la relation de condition : 
SOS 0 0 
ASS EAN ENT PQ EE 
LRU IG AND mi 
CRETE D 0 


Retranchons la première ligne de la troisième et la 
deuxième de la quatrième; puis réduisons : 


a — a pi— p Le 
b'—b qg —39 $ 


d —.a bb —b 
À ee enr ONE et 
296. Soient proposées les deux équations, l’une et l’autre 
du troisième degré, 


ad” + ba + cx + d —=0 
aa + ba? + c'x + d'— 0, 


a Ne : ; e e 
_ auxquelles nous attribuons une racine commune. 





ARR SC AT TT lle 
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Multiplions-les par x, et adjoignons-leur les deux équa- 2% 
tions ainsi obtenues; nous formerons le système des quatre 5 
équations : +4 
(ax + b) a + cx° + dx a UF: : 
ax + bx° + cx + d —=0 5 
(ax + b')x° + c'x° + d'x 0 Fi 
d'a + b'x + c'x + d' = 0. à 
Nous considérerons ce système comme quatre équations entre f 
les trois inconnues x°, à* et x, que nous regarderons comme 4 
des variables indépendantes. En les éliminant nous obtiendrons 
l'équation de condition, qui donnera la racine commune: À 

AT Hb IE de 0 

GUERRE STE 0 

DS ER LORIE LU Tree s 

GA MTS EE 7 À 
297 PRRIN VENTE AFF DEC “4 
AA UT Re SO EAN NC *# 
D'UNU CTERD | A'SPED RCE 4 


Multiplions les éléments de chaque ligne du premier dé- 
terminant successivement par les éléments correspondants de 
toutes les lignes du second (n° 92, 1°): 


ART 

AA +X'B +Z"C uA +u'B +u“C vA +v'B +v"C 
LA‘ + BAC nA' +utBt+u“C vA' LB! +v“C' 
AA‘"+2'B'+2"C" uA'"'+u'B"+uC" vA‘+y'B''+yC" 


298. RE 
Y 
ê 
PTYHÉE ay+by+af af+ay+ he 


—| ay+yb+fa ++ By +ab+ac 
ap+ya+ Bec fy+ab+tac F+e + 
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Pb onde D 1e, 1 1 À 
D LEA NO AEE ! 
d C b — € — 1 1 HET ja 


| Multiplions chaque ligne du premier déterminant succes- 
_ sivement par toutes les lignes du second: 


VE 1— 

Ma t-b+ cd RSA c+d—a+b d+c+b—a 

_a—b+c+d —_b+Ha+d+c -c—d—a+b -d—c+b—a 
La+b—c+d —b—a—d+c -c+d+a+b -d+c—b—a 

5 Tes RS our “our 
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